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sowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten.




VORWORT DES HERAUSGEBERS.

Gieich nach dem Tode Dirichlet’s wurde ich mehrfach
aufgefordert, die von ihm gehaltenen Universitits - Vor-
lesungen, welche so ausserordentlich viel zur Verbreitung
der Bekanntschaft mit neueren und feineren Theilen der
Mathematik beigetragen haben, in méglichst getreuer Form
zu verdffentlichen; ich glaubte dieser Aufforderung um
so eher nachkommen zu kénnen, als ich in den Jahren
1855 bis 1858 die wichtigsten dieser Vorlesungen in Got-
tingen gehort und ausserdem vielfach Gelegenheit gehabt
hatte, im personlichen Verkehr Dirichlet’s Griinde fiir
die von ihm befolgte Methode des Vortrags kennen zu
lernen. Nachdem auch die Verwandten Dirichlet’s
mich dazu ermichtigt haben, so iibergebe ich dem mathe-
matischen Publicum hiermit eine Ausarbeitung der Vor-
lesung iiber Zahlentheorie, bei welcher im Wesentlichen
der im Winter 1856 bis 1857 von Dirichlet befolgte
Gang eingehalten ist; er selbst fasste damals den Gedan-
ken einer Herausgabe dieser Vorlesungen, und da er seinen



VI Vorwort des Herausgebers.

Vortrag nie schriftlich ausgearbeitet hatte, so diente ihm
ein von mir geschriebenes, allerdings nur die Haupt-
momente der Beweise enthaltendes Heft dazu, einen unge-
fihren Ueberschlag iiber die Ausdehnung der einzelnen
Abschnitte zu machen. In ofter wiederkehrenden Ge-
sprichen iiber diesen Plan Husserte er die Absicht, bei
der Veroffentlichung manche Abschnitte hinzufiigen zu
wollen, die in einem Lehrbuch nicht fehlen diirften, die
aber in jener Winter-Vorlesung aus Mangel an Zeit iiber-
gangen werden mussten. Bei der jetzigen Herausgabe ist
daher im Wesentlichen zwar das eben erwihnte Heft zu
Grunde gelegt, aber ich habe theils nach #lteren Heften,
theils nach Dirichlet’schen Abhandlungen, endlich auch
ganz nach eigenem Ermessen Zusitze von nicht unbedeu-
tender Ausdehnung gemacht, welche ich hier anfiihren zu
miissen glaube, um fiir sie die Verantwortlichkeit zu iiber-
nehmen; sie sind in den Paragraphen 105 bis 110, 121
bis 144 und in den unmittelbar unter den Text gesetzten
Anmerkungen enthalten.

Es ist meine Absicht, diesem ersten Bande, dessen
Vollendung durch andere Arbeiten sich bis jetzt verzogert
hat, zunichst einen zweiten weniger umfangreichen nach-
folgen zu lassen, in welchem die Vorlesung iiber die im
umgekehrten Verhiltniss des Quadrats der Entfernung
wirkenden Kriifte wiedergegeben werden soll.

Braunschweig, im October 1863.

R. Dedekind.
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Erster Abschnitt.

Von der Theilbarkeit der Zahlen.

§ 1

Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische
Sitze, welche man zwar in den meisten Lehrbiichern vorfindet,
die aber fiir unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung
sind, dass eine strenge Begriindung derselben hier durchaus noth-
wendig erscheint. Dahin gehort zuerst der Satz, dass das Pro-
duct einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhiingig von
der Anordnung ist, in welcher man die Multiplication ausfiihrt.
Indem wir uns zuniichst auf den Fall beschrinken, in welchem
es sich um dre¢ Zahlen a, b,¢ handelt, bilden wir das folgende

Schema "
c, ¢ € C...C
¢, ¢, € €...c¢
e, ¢, € €C...¢C

............

¢, ¢ € C...C
welches aus & Horizontalreihen besteht, deren jede die Zahl ¢
gleich oft, nimlich @ mal enthilt, und stellen uns die Aufgabe,
die Summe aller aufgeschriebenen Zahlen zu bestimmen. Zu-
nichst konnen wir sagen: da die Zahl ¢ in jeder Horizontal-
reihe a mal vorkommt, so ist nach dem Grundbegriff der Mul-

Dirichlet, Zahlentheorie. 1




2 Erster Abschnitt.

tiplication die Summe aller in einer solchen Reibe befindlichen
Zahlen gleich ca, indem wir den Multiplicand ¢ durch die Stel-
lung von dem Multiplicator a unterscheiden; da ferner & solche
Horizontalreihen vorhanden sind, so ist die Summe simmtlicher
Zahlen gleich (ca)b, wo jetzt ca der Multiplicand, b der Multipli-
cator ist. Nun konnen wir aber dieselbe Summe auch auf anderm
Wege durch die Bemerkung bestimmen, dass das obige Schema
aus a Verticalreihen besteht, deren jede b mal die Zahl ¢ enthilt;
es ist also die Summe aller in einer Verticalreihe befindlichen
Zahlen gleich ¢b, und folglich die Totalsumme gleich (¢b)a. Wir
erhalten mithin das erste Resultat

(ca)b = (cb)a,

aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkiirliche Zahl
¢ = 1 setzen, die Folgerung ziehen, dass

ab = ba

ist, d. h. dass in einem Product aus zwei ganzen positiven Zahlen
Multiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden
diirfen. Man ldsst deshalb auch in der Benennung den Unter-
schied zwischen Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem
man beide unter dem gemeinschaftlichen Namen Factoren zusam-
menfasst.

Wir konnen nun dieselbe Totalsumme simmtlicher in dem
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be-
stimmen, indem wir abzihlen, wie oft der Summand ¢ im Ganzen
vorkommt. Zun#chst ist a die Anzahl der in einer jeden Hori-
zontalreihe befindlichen Zahlen ¢, und folglich ist, da & solche
Horizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebe-
nen Zahlen gleich ad. Hieraus folgt, dass die Totalsumme den
Werth ¢ (ad) hat, dass also

(ca)b = (cb)a = c(abd)

ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten spe-
ciellen Fall ab = ba, so kann man das Bisherige in folgendem
Satze zusammenfassen :

Wenn man von drei positiven ganzen Zahlen zwei nach Be-
lieben auswiihlt und als Factoren zu ihrem Producte vereinigt.
sodann dieses Product und die dritte jener drei Zahlen mit ein-
ander multiplicirt, so hat das so entstehende Product stets den-
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selben Werth, wie man auch die ersten beiden Zahlen ausgewihlt
haben mag.

Da also dieses Product von der Anordnung der beiden suc-
cessiven Multiplicationen ganz unabhingig ist, so bezeichnet man
dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des Productes.

§. 2.

Es ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Princip anzuwen-
den, dass ein ganz #hnlicher allgemeinerer Satz fiir jedes System
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen

a, b ¢c. ..

git. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An-
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen beziiglicher Multi-
plicationen zu einem Producte zu vereinigen, ist folgende. Man
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus und
bilde ihr Product; der aus-den iibrigen Zahlen des Systems S und
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex S’ enthiilt dann eine
Zahl weniger als S; indem man wieder ganz nach Belieben zwei
Zahlen aus S’ zu ihrem Producte vereinigt und die anderen un-
verindert ldsst, erhdlt man ein System S” von Zahlen, deren An-
zahl um zwei kleiner ist als die der urspriinglich gegebenen Zah-
len. Fihrt man so fort, so wird man zuletzt zu einer einzigen
Zah] gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, dass
diese am Ende des Processes resultirende Zahl immer dieselbe
sein wird, auf welche Art man auch die einzelnen einfachen Mul-
tiplicationen anordnen mag.

Um dies zu zeigen, wenden wir die vollstindige Induction
an, d. h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl
der urspriinglich gegebenen Zahlen oder Factoren — n ist, und
beweisen, dass er dann auch fiir die niichst grossere Anzahl n+1
von Factoren ebenfalls giiltig sein muss. Es sei also ein System
Svon n-41 Zahlen

& b ¢ d e .

gegeben, so wihle man irgend zwei derselben, z. B. a und b, und
bilde ihr Product ab; der nun entstehende Zahlencomplex ent-

hdlt nur noch die » Zahlen
lt
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ab, ¢, d, e

und folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat von der
weiteren Anordnung des Processes ganz unabhéingig. Bei einer
andern Anordnung der ganzen Operation kann daher hdchstens
dann ein anderes Endresultat zum Vorschein kommen, wenn das
bei dem ersten Schritte ausgewihlte Zahlenpaar von a,b ver-
schieden ist, und zwar sind zwei Fille zu unterscheiden.

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zuerst
eine der beiden Zahlen a, b, z. B. a, mit einer der iibrigen
¢,d,e ..., 2. B. mit ¢, zu dem Producte ac vereinigt wird,
80 dass der niichste Complex aus den »n Zahlen *

ac, b, d, e . . .

besteht; da nun sowohl bei der ersteren, wie bei der letzteren
Anordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen
keinen Einfluss auf das Endresultat ausiiben konnen, so setze
man die erste Anordnung so fort, dass zunichst die beiden Zah-
len ab und ¢, die zweite so, dass zunichst die beiden Zahlen
ac und b vereinigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der
ersten Anordnung zunichst der Complex

(ab)e, d, e
bei der zweiten der Complex
(ac)b, d, e

Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die beiden Pro-
ducte (ab)¢ und (ac)b und folglich auch die beiden vorstehen-
den Complexe identisch sind, so wird, da jeder derselben nur
noch n —1 Zahlen enthélt, bei der ersten, wie bei der zweiten
Anordnung dasselbe Endresultat auftreten.

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt
der zweiten Anordnung keine der beiden Zahlen a,b, sondern
zwei von den iibrigen, z.B. ¢, d, herausgegriffen werden, so dass
zuniichst der Complex

a, b, cd, e . . .

entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben
ausfithren; man vereinige daher zunichst bei der ersten Anord-
nung die Zahlen ¢,d, und bei der zweiten Anordnung die Zah-
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len a, b; dann besteht bei beiden Anordnungen der niichstfol-
gende Complex aus denselben n —1 Zahlen :

ab, cd, e

und folglich wird abermals das Endresultat bei beiden dasselbe
sein.

Hiermit ist die Allgemeingiiltigkeit des Satzes bewiesen;
denn da er nach dem vorhergehenden Paragraphen fiir n — 3
gilt, so gilt er nach dem Vorstehenden auch fiir alle Systeme
von Zahlen, deren Anzahl =4, 5, 6 u. s. w. ist. Das Endresul-
tat heisst auch jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zah-
len, diese letzteren heissen die Factoren des Productes, und man
bezeichnet das Product durch das Nebeneinanderschreiben simmt-
licher in beliebiger Ordnung folgenden Factoren.

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der
Bildung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf;
das Product aus diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden
Producten wird immer mit dem Producte aller gegebenen Zahlen
iibereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der
verschiedenen moglichen Anordnungen des Processes. So ist z. B.

abecde = (ab)c(de) = (abed)e = (abe) (cd).

Es ist nicht schwierig, dieselben Sitze auch fiir den Fall zu
beweisen, dass unter den Factoren eines Productes beliebig viele
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive
oder negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren
gerade oder ungerade ist.

§. 3.

Wenn die Zahl*) ¢ das Product aus der Zahl & und einer
weiten ganzen Zahl m, also a = mb ist, so nennt man a ein Viel-
faches oder Multiplum von b; statt dessen sagt man auch: a
ist theilbar durch b, oder: b ist ein Theiler oder Divisor von
6, oder endlich: b geht in a auf. Alle diese Benennungen sind

* Unter Zahlen schlechthin sind hier und im Folgenden immer ganze
Zahlen zu verstehen.
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gleich gebriauchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordent-
lich oft vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszu-
driicken, so ist es angenehm, dafiir eine Reihe verschiedener Aus-
driicke zu besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten
nun sogleich folgende Sitze ein, von denen spiter sehr hiufig
Gebrauch gemacht werden wird.

1) Ist @ Multiplum von b, b wieder Multiplum von ¢, so ist
auch o Multiplum von ¢. Denn der Annahme nach ist @ — mb,
b =mnc, wo m und » irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; hieraus
folgt a = m (nc) = (mn)c, also ist a theilbar durch c.

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede
ein Vielfaches der nichstfolgenden ist, so ist auch jede friihere
Zahl ein Vielfaches von jeder spéteren.

2) Ist die Zahl a sowohl als auch b ein Multiplum einer drit-
ten Zahl ¢, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden
ersteren ein Multiplum der dritten. Denn aus ¢ =me¢, b =nc
folgt a +b=(m + n) c. '

§ 4.

Von der grossten Wichtigkeit fiir die Lehre von der Theil-
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe: Wenn irgend zwei
ganze positive Zahlen a,b gegeben sind, die gemeinschaftlichen
Theiler derselben, d. h. diejenigen Zahlen & zu finden, welche '
gleichzeitig in @ und in b aufgehen.

Wir konnen annehmen, es sei a grosser oder wenigstens
nicht kleiner als b; dann wird die Division von a durch b einen
Quotienten m und einen Rest ¢ geben, welcher letztere jedenfalls
kleiner als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division re-
sultirende Gleichung

a=mb+ ¢

und nehmen wir an, es sei 4 irgend eine sowohl in ¢ als in b auf-
gehende Zahl, so ist § jedenfalls auch ein Divisor des Restes ¢
denn da a und b, also auch mb Multipla von & sind, so ist auch
die Differenz a —mb=c ein Multiplum von 8. Wir kénnen da-
her sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen a,b
ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden Zahlen b, ¢.
Umgekehrt, ist § ein gemeinschaftlicher Divisor der beiden Zah-
len b,¢, so ist, da & dann auch in mb aufgeht, die Summe mb 4 ¢
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=a der beiden Multipla mb und ¢ von & ebenfalls ein Multiplum
von d; also ist jeder gemeinschaftliche Divisor der Zahlen b,¢
auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen a,b. Mithin stimmen
die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen a, b vollstin-
dig mit denen der beiden Zahlen b, ¢ iiberein; unsere Untersu-
chung ist daher von dem Paare a,b auf das Paar b,¢ reducirt,
und da b nicht grosser als a, ¢ aber jedenfalls kleiner als b ist,
8o konnen wir mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein-
facheres zuriickgefiihrt sei.

Wenn nun ¢ von Null verschieden ist, die erste Division also
nicht aufgeht, so konnen wir, indem wir & durch die kleinere
Zahl ¢ dividiren, wieder eine Gleichung von der Form

b=mnc+d

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorherge-
hende ¢ ist. Durch eine der obigen ganz dhnliche Betrachtung
ergiebt sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der bei-
den Zahlen ¢, d vollstindig mit denen der Zahlen b, ¢ und also
auch mit denen der Zahlen a, b iibereinstimmen.

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht,
was nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus ein-
treten muss; denn die Zahlen b,¢,d . . . bilden eine Reihe von be-
stindig abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche An-
zahl von Zahlen giebt, welche kleiner sind als b, so muss unter
ihnen endlich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine
Kette von Gleichungen von der Form

a=mb+c
b=mec +d
¢ =pd+e
f=39 +h
g = th.

Jeder gemeinschaftliche Divisor 8 von a, b ist auch Divisor der fol-
genden Zahlen ¢, d . . ., endlich auch von %; umgekehrt, ist 0 ein
Divisor von k, so lehrt die letzte Gleichung, dass 8 auch Divisor
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von g und 4 ist; folglich ist
6 auch Divisor von £ und ebenso von den vorhergehenden Zahlen,
endlich auch von b und von a. Wir haben daher das Resultat:

L
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Die gemeinschaftlichen Divisoren zweier Zahlen a und b stim-
men iiberein mit den simmtlicen Divisoren einer bestimmten
Zahl h, welche man durch den obigen Algorithmus stets finden
kann. Da nun % selbst zu diesen Divisoren gehort und unter
ihnen dem Werth nach der grosste ist, so nennt man diese Zahl
h den grissten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen a
und b.

Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollstindig geldst,
sondern nur auf das andere zuriickgefiihrt, simmtliche Divisoren
einer gegebenen Zahl h zu finden, fiir welches wir noch keine
directe Losung haben; allein es wird sich im Folgenden hinrei-
chend zeigen, dass der obige Algorithmus ein Fundament bildet,
auf welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur eine Be-
merkung noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die
Allgemeinheit der folgenden Sitze aufkommen zu lassen: wir ha-
ben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus-
setzung, dass a nicht kleiner als b sei; allein fiir den Fall, dass
a << b sein sollte, braucht man nur m = 0, also ¢ = a zu neh-
men, um dieselbe Form auch dann zu wahren.

§ 5.

Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen die Einheit ist;
man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1. Dieser Defini-
tion zufolge erkennt man also zwei Zahlen als relative Prim-
zahlen daran, dass bei dem Algorithmus des grossten gemein-
schaftlichen Divisors einmal der Rest A — 1 auftritt. Fiir solche
Zahlen gilt nun der folgende

Hauptsatz: Sind a,b relative Primzahlen gegen einander,
und ist % eine ganz beliebige dritte Zahl, so ist jeder gemein-
schaftliche Theiler der beiden Zahlen ak,  auch gemeinschaft-
licher Theiler der beiden Zahlen %, b.

Um sich hiervon zu iiberzeugen, braucht man nur simmtliche
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grossten gemeinschaft-
lichen Divisors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vorletzte,
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da h =1 ist, in unserem Falle f =sg 4 1 lautet, mit % zu mul -
tipliciren; man erhélt dann

ak = mbk + ck
bk = nck + dk
ck = pdk + ek
fk = sgk V+ k.

Ist nun 0 irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so

" geht & auch in mbk, also auch in ak — mbk = ck auf; es geht

daher 0 auch in nck und folglich auch in bk — nck = dk autf.
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem
Resultat, dass 0 auch in f%, in gk, folglich auch in fk—sgk==Fk
aufgehen muss, was zu beweisen war.

Im Folgenden werden wir vorziiglich zwei specielle Fille
dieses Satzes gebrauchen, nimlich:

1) Das Product zweier Zahlen @ und k, deren jede relative
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls relative Primzahl
gegen b; denn unserem Satze nach haben ak und b dieselben ge-
meinschaftlichen Divisoren, wie k& und b; da aber % und b relative
Primzahlen sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaft-
lichen Divisor 1; dasselbe gilt daher von a% und b, also sind diese
beiden Zahlen relative Primzahlen. )

~ 2) Sind @ und b relative Primzahlen zu einander, und ist ak
durch & theilbar, so ist auch % durch & theilbar; denn da der An-
nahme zufolge ak und & den gemeinschaftlichen Divisor 4 haben,
so muss dem Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor
von k und b, also jedenfalls Divisor von k sein.

3) Den ersten dieser beiden Sétze kann man leicht verallge-
meinern. Ist jede der Zahlen q, b, ¢, d . . . relative Primzahl gegen
eine Zahl «, so ist auch ab, folglich auch das Product abec aus
ab und ¢, folglich auch das Product abcd aus abe und d, u. s. f.
kurz das Product abed ... aller jener Zahlen ebenfalls relative
Primzahl gegen «. Allgemeiner, hat man zwei Reihen von Zahlen

a, b, ¢, d
und
o, B, 4

‘von der Beschaffenheit, dass jede Zahl der einen Reihe relative
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Primzahl gegen jede Zahl der andern Reihe ist, so ist auch das
Product abed . . . aller Zahlen der einen Reihe relative Primzahl
gegen das Product afy .. . aller Zahlen der andern Reihe. Denn
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen «, f,y ... relative
Primzahl gegen das Product abed ... ist, woraus durch noch-
malige Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product
afy ... ebenfalls relative Primzahl gegen abed . . . ist.

4) Hieraus konnen wir wieder einen speciellen Fall ableiten,
indem wir annehmen, dass die Zahlen b, ¢, d . . . identisch mit a,
ferner die Zahlen B,y . . . identisch mit « sind; wir erhalten dann
das Resultat: ist @ relative Primzahl gegen «, so ist auch jede
Potenz der Zahl a relative Primzahl gegen jede Potenz der
Zahl a.

Eine Anwendung findet dieser Satz bei dem Beweige, dass

m

V4 irrational ist, wenn die ganze Zahl 4 nicht die mte Potenz
m

einer ganzen Zahl ist. Ware nimlich ]/ A4 rational, also von der

Form %, wo r und s zwei ganze Zahlen sind, die man ohne ge-

meinschaftlichen Divisor annehmen kann, so wire (%)m=:—: =A,
also 7™ theilbar durch sm obgleich ™ und s™ relative Primzahlen
sind; dies wire eben nur dann moglich, wenn s™ — 1, also auch
s=1, und folglich A = rm die mte Potenz einer ganzen Zahl

r WAare.

§. 6.
Die Aufgabe des §. 4 in der Weise verallgemeinert, dass fiir
eine ganze Reihe gegebener Zahlen a,b,¢,d . . . alle gemeinschaft-

lichen Divisoren gesucht werden, fiihrt zu einem ganz #hnlichen
Resultate. Es sei & der griosste gemeinschaftliche Divisor von a
und b, so ist, wie wir frither fanden, jeder gemeinschaftliche Di-
visor von ¢ und b auch Divisor von 2 und umgekehrt; jeder ge-
meinschaftliche Divisor der drei Zahlen a, b, ¢ ist daher auch ge-
meinschaftlicher Divisor von %, ¢ und umgekehrt; bezeichnet man
daber mit %k den grossten gemeinschaftlichen Divisor von % und ¢,
so ist jede gleichzeitig in a, b, ¢ aufgehende Zahl Divisor von %,
und umgekehrt wird jeder Divisor von % auch Divisor der drei .
Zahlen q,b, ¢ sein. Bildet man ferner den grossten gemeinschaft-
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lichen Divisor ! der beiden Zahlen k und d, so stimmen die ge-
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a,b,¢c,d vollstindig
iiberein mit den simmtlichen Divisoren der Zahl ! u.s. £ Wir
haben daher das Resultat: ist irgend eine Reihe von Zahlen
a,b,c,d ... gegeben, so giebt es stets eine — und natiirlich auch
nur eine — Zahl m von der Beschaffenheit, dass jede gleichzeitig
in @, in b, in ¢, in d u. 8. w. aufgehende Zahl auch in m aufgeht,
und umgekehrt jeder Divisor von m auch Divisor jeder einzelnen
der Zahlen a,b,¢,d . .. ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m
heisst deshalb wieder der grisste gemeinschaftliche Divisor der
gegebenen Zahlen.

§ 7.

Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die
folgende Aufgabe: Wenn eine Reihe von Zahlen a,b,¢,d . . . gege-
ben ist, alle gememschafthchen Multipla derselben, d h. alle Zah-
len zu finden, welche durch jede einzelne der gegebenen Zahlen
theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zuerst gefordert
wird, dass sie durch a theilbar sein sollen, so sind sie jedenfalls
in der Form sa enthalten, wo s irgend eine ganze Zahl bedeutet.
Ist nun & der grosste gemeinschaftliche Divisor der beiden Zahlen

a und b, so sind offenbar -~ und % relative Primzahlen; soll

0
daher sa — s-g—-é theilbar sein durch b = -% . 0, 50 muss
durch —ga-, und folglich [§. 5, 2)] auch s durch % theilbar,

also von der Form s’ % sein, wo s’ wieder irgend eine ganze Zahl
bedeutet. Siammtliche sowohl durch «, als durch b theilbare Zah-
len sind daher von der Form sa = s’ Qg; und umgekehrt leuch-

tet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl durch
a als durch b theilbar sind; denn es ist ja

ab _ sba——s’a
55 = =%

0 )
Es zeigt sich also, dass die simmtlichen gemeinschaftlichen Mul-
tipla der beiden Zahlen a,b iibereinstimmen mit den sémmtlichen

b.
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Vielfachen einer bestimmten Zahl a_;) , welche man deshalb das

kleinste gemeinschaftliche Vielfache der beiden Zahlen a,b nennt.

Um diesen Satz fiir eine beliebige Anzahl gegebener Zahlen
a,b,¢,d ... zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken,
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen

a, b ¢ d . ..
nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen

‘%b,c,d...

ist und umgekehrt. Man wird daher zunichst das kleinste ge-
ab
K]
dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 4 von x und d u. s. f.
Auf diese Weise leuchtet ein, dass simmtliche gemeinschaftliche
Multipla der gegebénen Zahlen a, b,¢,d . . . iibereinstimmen mit
den simmtlichen Vielfachen einer einzigen vollstindig bestimm-
ten Zahl p, welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der gegebenen Zahlen nennt.

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, in welchem die
simmtlichen gegebenen Zahlen a,d,¢,d . . . relative Primzahlen
gegen einander sind, so dass je zwei unter ihnen ausser der Ein-
heit keinen gemeinschaftlichen Divisor haben. In diesem Fall ist
zunéchst § = 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der beiden relativen Primzahlen ¢ und & ihr Product ab. Da
nun ¢ wieder relative Primzahl gegen a und gegen b, also [§. 5,
1)] auch gegen ab ist, so ist abc das kleinste gemeinschaftliche
Multiplum der drei Zahlen a,d,¢ u. s. f Kurz, man erhilt das
Resultat: Sind a,b,¢,d . . . relative Primzahlen unter einander, so
ist jede Zahl, welche durch jede einzelne derselben theilbar ist,
auch durch ihr Product abcd . . . theilbar.

meinschaftliche Multiplum % der beiden Zahlen — und ¢ suchen,

) §. 8.

Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge-
nommen — mindestens zwei Divisoren. Jede Zahl nun, welche
keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt, heisst eine Prim-
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2ahl (mumerus primus); es ist zweckmiissig, die Einheit nicht zu
den Primzahlen zu rechnen, weil manche Sitze {iber Primzahlen
nicht fiir die Zahl 1 giiltig bleiben.

Aus dieser Erklirung leuchtet sogleich ein, dass, wenn p eine
Primzahl und @ irgend eine ganze Zahl ist, immer einer von den
beiden folgenden einander ausschliessenden Fiéllen Statt finden
muss: entweder geht p in a auf, oder p ist relative Primzahl ge-
gen a; denn der griosste gemeinschaftliche Divisor von p und a
ist entweder p selbst oder die Einheit.

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zah-
len a,b,¢,d . . . durch eine Primzahl p theilbar ist, so geht p min-
destens in einem der Factoren a,b,¢,d . . . auf. Denn wiire keine
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wire p relative Prim-
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch
p theilbar ist.

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch
andere Divisoren hat, heisst zusammengesetet (mumerus composi-
tus). Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden

Pundamentalsatz : Jede zusammengesetzte Zahl lisst sich
stets und nur auf eine einzige Weise als Product aus einer end-
lichen Anzahl von Primzahlen darstellen.

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und
m noch andere Divisoren hat, so sei a ein solcher; ist nun @ keine
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so besitzt a ausser
1 und @ noch andere Divisoren, z. B. b; ist & noch keine Prim-
zahl, also zusammengesetzt, so hat & wieder mindestens einen Di-
visor ¢, der von 1 und b verschieden ist. Fiahrt man so fort, so
muss man endlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die
Reihe der Zahlen m,a,b,c . . . ist eine abnehmende, sie kann also,
da es nur eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner
als m sind, nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das
letzte Glied derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst
konnte man ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man
diese Primzahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multi-
plum des folgenden ist, die erste Zahl » auch ein Multiplum von
der letzten p. Man kann daher

m = pm'

setzen. Nun ist m’ entweder eine Primzahl — dann ist m schon
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als Product vonPrimzahlen dargestellt — oder m’ ist zusammen-
gesetzt; im letzteren Fall muss es wieder eine in m’ aufgehende
Primzahl p' geben, so dass

m' = p'm”", also m = pp'm"

wird. Ist nun m” noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe
Weise fortfahren, bis man m als Product von lauter Primzahlen
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl
von dhnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein,
dass die Reihe dex:Zahlen m,m’,m" . . . ebenfalls eine abnehmende
und folglich eine endliche ist. A

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher
die Moglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese
successive Ablosung von Primzahl-Factoren in mancher Bezie-
hung willkiirlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen iibrig,
dass, auf welche Weise dieselbe auch ausgefiihrt sein mag, das
Endresultat doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher
an, man habe durch zwei verschiedene Anordnungen einmal

m=pp'p" . ..
ein anderes Mal
m=qq'q" .
gefunden, wo p,p’,p" ... und ¢,¢’,¢" . . . simmtlich Primzahlen

bedeuten. Da nun das Product pp'p” ... durch die Primzahl ¢
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. p, durch
q theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Divi-
soren 1 und p, und folglich muss ¢ = p sein, da g micht =1 ist.
Hieraus folgt nun )
p'p"...=qq¢" ...

und man kann auf dieselbe Weise zeigen, dass ¢’ mit einer der
Primzahlen p’, p” . . ., z. B. mit p’, identisch sein muss, woraus
dann wieder

"o, =4q"...

p

folgt. Auf diese Weise iiberzeugt man sich davon, dass jede
Primzahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder
mehrere Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei
der ersten Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe
Weise gezeigt werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung
mindestens ebenso oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede



Theilbarkeit der Zahlen. 15

Primzahl in beiden Zerlegungen gleich oft als Factor vorkom-
men, und folglich stimmt der Complex aller Primzahlen bei der
einen Zerlegung vollstindig mit dem bei der andern iiberein.

Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist,
konnen wir die Darstellung der zusammengesetzten Zahl m noch
dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle unter einander
identischen Primzabl-Factoren zu einer Potenz vereinigen. Es
sei namlich @ eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und
zwar mag dieselbe genau « mal als Factor in der Zerlegung vor-
kommen, so vereinigen wir diese « Factoren zu der Potenz a%;
sind hierdurch noch nicht alle Factoren erschopft und ist b eine
der iibrigen Prnnzahlen 80 bilden wir, wenn sie genau fmal vor-
kommt, die Potenz 5%, und in derselben Weise fahren wir fort,
wenn hierdurch noch mcht alle Primzahlfactoren von m erschopft
sind. Auf diese Weise iiberzeugt man sich, dass man jeder zu-
sammengesetzten Zahl m die Form

m=a%bPc ...

geben kann, in welcher a,b,¢ . . . die simmtlichen unter einander
verschiedenen, in m aufgehenden Primzahlen, und «,8,y . . . ganze
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind,
leuchtet unmittelbar ein.

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material,
aus welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen.
Dass es eine unbegrenzte Anzahl solcher Primzahlen giebt, hat
schon Fuclid bewiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es
gibe nur eine endliche Anzahl von Primzahlen, so wiirde eine
von ihnen, die wir mit p bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die
grosste sein. Denken wir uns nun alle diese Primzahlen aufge-
schrieben

2,35 1711...p,

so miisste jede Zahl, welche grisser als p ist, zusammengesetzt
und folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar
sein. Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens
grosser als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar
ist; dazu bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bis p
und vergrossern dasselbe um eine Finheit. Diese Zahl

£=235...p+1
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ist in der That grosser als p, da ja schon 2p grosser als p ist;
sie ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da ja 2, durch
jede derselben dividirt, immer den Rest 1 lisst. Damit ist also
unsere Annahme im Wlderspruch und folglich giebt es unendlich
viele Primzahlen.

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des andern, dass in
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines
Glied kz 4+ m ist, und in welcher das Anfangsglied m und die
Differenz k& relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis fiir den speciellen
Fall war, in welchem & — 1, so schwierig war es, einen strengen
Beweis fiir den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetzt
nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini-
tesimalrechnung angehdren *).

8. 9.

Durch dén soeben bewiesenen Fundamentalsatz haben wir
nun ein einfaches Kriterium gewonnen, nach welchem stets beur-
theilt werden kann, ob eine Zahl m durch eine andere n theilbar
ist oder nicht, sobald wir voraussetzen diirfen, dass beide in ihre
Primfactoren zerlegt sind. Nehmen wir néimlich an, dass m durch
n theilbar, dass also m — ngq ist, so leuchtet ein, dass jede in n
aufgehende Primzabl auch in 7 aufgehen muss; es kann daher
n keine andern Primfactoren enthalten als m, und ausserdem kann’
auch ein solcher Primfactor nicht Gfter in » als in m vorkom-
men; und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl » minde-
stens ebenso oft in 2 vorkommt wie in », so ist auch m durch
n theilbar. ‘ )

Sind daher @, b,c¢ . . . die simmtlichen von einander verschie-
denen, in m aufgehenden Primzahlen, so dass

m=a"bPc?. ..
so ist jeder Divisor # dieser Zahl in der Form
. al ﬂ' ’
n=2a%bFc¥ ...

enthalten, in welcher

" *) Siehe die Supplemente VI. §. 132—137.
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o' irgend eine der ¢4 1 Zahlen 0, 1, 2 . . . &

B' »  w w B+l . 0,1,2...8

7' ” ” ” 7+1 ” 0, 1’20--7

u. 8 W.
bedeutet; und alle diese Zahlen # sind wirklich Divisoren von m.
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgerungen hervor.

Zunichst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes

von a' mit einem von @', mit einem von y’ u. s. w. einen Divisor
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinatio-
nen (nach §. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen,
dass die Anzahl aller Divisoren von m gleich

@) B+) @+ - - -

ist; diese Anzahl hingt daher nur von den Exponenten o, 8,y ..

ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden Primzahlen

a,bc u. 8. w.

Bildet man ferner das Schema

l,a,a’...a
1,b 0%...0°
l,e,e? ... ¢
u 8. W.

und bildet alle Producte a® 5%’ ¢?’ . . ., indem man aus jeder dieser
Horizontalreihen ein Glied a®’, 8’ ¢?’. . . auswiihlt, so erhilt man
alle Divisoren der Zahl m, und zwar jeden nur ein einziges Mal.
Die Summe aller dieser Divisoren erhilt man daher nach dersel-
ben Regel, nach welcher man die einzelnen Aggregate

a®tl—1

a—1
pA+1__
l+b+b2+°" +bﬂ=b——ll
cr+tl__q
c—1

l1+a4a’+ .- +a"=

Tdeterd - fe¥=
u 8 W.

mit einander zu multipliciren hat; folglich ist die Summe aller
Divisoren der Zahl m gleich dem Product

s T Y e |
a—1 b—1 c—1
Dirichlet, Zahlentheorie, 2

L
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Nehmen wir z. B. m = 60 — 22.3.5, so sind die simmt-
lichen Divisoren folgende:

1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60;
ihre Anzahl ist
@+D A+ A+ =12
und ihre Summe

251 3°—1 5°—1
2—1  3—1  5—1

2

=T7.4.6=168.

§. 10.

Wir kehren nun zu einigen friitheren Aufgaben zuriick, zu-
nichst zu derjenigen (§.6), den grossten gemeinschaftlichen Divi-
sor einer Reihe von Zahlen zu bilden, deren Zerlegungen in
Primfactoren gegeben sind. Man betrachte alle Primzahlen,
welche in diesen Zerlegungen vorkommen, und scheide zunichst
diejenigen unter ihnen aus, welche in einer oder mehreren der ge-
gebenen Zahlen gar nicht als Primfactoren enthalten sind. Bleibt
auf diese Weise gar keine Primzahl iibrig, so ist die Einheit der
gesuchte grosste gemeinschaftliche Divisor. Im entgegengesetzten
Fall sei a eine Primzahl, welche bei dieser vorldufigen Ausschei-
dung zuriickgeblieben ist und also in jeder der gegebenen Zah-
len mindestens einmal enthalten ist; man zihle, wie oft a als
Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vorkommt,
und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit « bezeich-
nen, so dass a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau
amal, in allen iibrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den iibrigen Primzahlen
b,c. .., sofern diese noch nicht erschopft sind, und bilde fiir jede,
fiir b die Anzahl B, fiir ¢ die Anzahl y u. s. w. nach derselben Re-
gel, nach welcher fiir die Primzahl a die Anzahl & gebildet wurde.
Dann ist
' a®bPeY . .

der gesuchte grosste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis fiir
diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grosste
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Primfactoren enthalten
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten
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sind, und dass er keinen Primfactor o4fter enthalten kann, als ir-
gend eine der gegebenen Zahlen.

» Aechnlich gestaltet sich die Losung der anderen Aufgabe, das
kleinste gemeinschaftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen
Zahlen zu bilden (§. 7). Jetzt betrachte man jede Primzahl, die
in irgend einer der gegebenen Zahlen als Factor enthalten ist, und
sehe nach, in welcher sie am hiufigsten vorkommt ; ebenso oft nehme
man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multiplum
auf; sind daher a, b, ¢ . . . die simmtlichen Primzahlen, welche in
den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen, so
erhilt man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemeinschaft-
liche Multiplum in der Form

’ 1
a®vble? . . |,

wo z. B. der Exponent o' dadurch bestimmt ist, dass die Prim-
zahl @ in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau o' mal, in
allen iibrigen aber nicht 6fter als Factor enthalten ist. Der Be-
weis liegt hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor ent-
halten muss, der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist,
und zwar mindestens ebenso oft, als diese.

Endlich kénnen wir aus den vorhergehenden Principien noch
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine
Zahl

mn—= a® bp c? . .
eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl %k ist. Dazu ist offenbar
erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten e, 8,y . . . durch
r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme

m — k'
erkennt.

§. 1.

Wir gehen nun zu einer Untersuchung iiber, welche an sich
schon interessant und ausserdem fiir die Folge von der gréssten
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen

1,2,34...m

bis zu einer beliebigen letzten m aufgeschrieben, und zéhlen wir

ab, wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte m

sind. Diese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durch-
2%
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gingig mit ¢ (m), wo der Buchstabe ¢ die Rolle eines Functions-
zeichens spielt. Da die Einheit relative Primzahl gegen sich
selbst ist, so folgt zuniichst

p(1)=1;
durch wirkliches Abzahlen findet man ferner

p@2)=1 9@B) =2 94 =2 ¢(6)=14

u.8. w. Allein es kommt darauf an, einen allgemeinen Ausdruck
fiir die Function ¢ (m) zu finden, und wir werden sehen, dass man zu
diesem Zweck nur die simmtlichen von einander verschiedenen
Primzahlen q,d,¢ . . . zu kennen braucht, welche in m aufgchen.
Unsere Aufgabe ist nimlich identisch mit dieser: die Anzahl der
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Prim-
zahlen a,b,¢ . . . theilbar sind; und diese ist wieder nur ein spe-
cieller Fall der folgenden:

Wenn a,d,¢ . . . relative Primzahlen unter einander sind (d. h.
immer, dass jede der Zahlen a,b,¢ . . . relative Primzahl ist gegen
alle iibrigen) und simmtlich in einer Zahl m aufgehen; so soll
die Anzahl derjenigen der Zahlen.

1,2,3...m : (0./))
bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . theil-
bar sind.

Es zeigt sich nun, wie es hiiufig geschieht, dass die allgemei-
nere Aufgabe leichter zu 19sen ist, als der direct angegriffene spe-
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zuniichst aus dem
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a
theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen

m
a, 2a, 3a---7‘—a;

die Anzahl derselben ist%; es bleiben daher, nachdem dieselben

aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur

m 1
Zahlen iibrig, welche nicht durch a theilbar sind, und deren Com-
plex wir mit (4) bezeichnen wollen.
Aus diesem Complex (4) sind nun zunschst alle durch b theil-
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle diejenigen
Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forderung ge-
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niigen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie durch &
theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung
geniigen, sind die folgenden
b 2B, 3B, 3 b

damit aber eine dieser Zahlen, z. B. 5, auch der ersten Forde-
rung geniige, ist erforderlich und hiureichend, dass der Coefficient
r nicht durch a theilbar sei; denn da der Annahme nach « und &
relative Primzahlen sind, so ist & theilbar oder nicht theilbar
. durch @, je nachdem r durch @ theilbar ist oder nicht [§. 5, 2)].
Die Anzahl der noch aus dem Complex (4) auszuscheidenden
Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derjenigen .der
Zahlen

1,238 ..

)

o s

welche nicht durch a theilbar sind. Da nun m durch a und 5,
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen
m
13

-';l wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt fiir die Zahl

m gelost und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die An-
zahl der aus (4) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich

m 1
TQ‘?
und wir erhalten

m (l—é)—%—(l —(—1( =m <l — -(1;)(1 — %) (2)
als Anzahl derjenigen im Complex (4) enthaltenen Zahlen, welche
nicht durchd theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der-
jenigen in (3) enthaltenen Zahlen, welche weder durch a noch
durch b theilbar sind. :

Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (B), so kann
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so durch Induc-
tion zu dem Resultat, dass die Anzahl derjenigen in (M) enthal-
tenen Zahlen (K), welche durch keine der Zahlen a,b,¢ . . . & theil-
bar sind, gleich _

S DE=H-H (D) o

ist. Um die Allgemeingiiltigkeit dieses Gesetzes nachzuweiscn,

theilbar durch a; unsere Frage ist also dieselbe fiir die Zahl
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nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben fiir die Zahlen
a,b,c .. . k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschieht,
wenn zu denselben noch eine andere ! hinzukommt, wobei natiir-
lich wieder vorausgesetzt wird, erstens dass ! in m aufgeht, zwei-
tens dass ! relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zah-

len a,b,c . . . k ist.
Um die Anzahl aller in (M) enthaltenen Zahlen zu bestim-
men, welche durch keine der Zahlen a,b,¢ . . . k,1 theilbar sind,

haben wir aus dem Complex (K) derjenigen Zahlen, welche durch
keine der Zahlen a,b,c . . . k theilbar sind, und deren Anzahl durch
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche
durch [ theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) enthal-
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a,b,c...k,
zweitens theilbar durch 7 sind. Alle durch [ theilbaren Zahlen
des Complexes (M) sind diese

1, 21, 31...%1,
und damit irgend eine derselben, z. B. r I, durch keine der Zah-
len a,b . . . k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass
der Coefficient » dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der aus-
zuscheidenden Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl der-
jenigen unter den Zahlen

m
L2 ... T,

welche durch keine der Zahlen a,b . .. % theilbar sind; diese ist
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich

m 1 1 1
YO YO S
nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K) bleiben
daher
1 1 1
m (l _Z><l -3 (l _Z>
m 1 1 1
—7(1 ——-‘;>(1 — 3 (1 _%>
- NG ! L 1
.._m<1 a)(l b) (1 —_%><1 —3

Zahlen iibrig, nimlich diejenigen, welche durch keine der Zahlen
a,b,¢ . . . k1 theilbar sind.
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Hiermit ist die Allgemeingiiltigkeit unseres Satzes bewiesen;
kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Aufgabe zuriick, so er-
halten wir das Resultat:

Sind a,b . . . k1 die simmtlichen von einander verschiedenen
in m aufgehenden Primzahlen, so ist

¢(m)=m(l—%>(1—lb>...<1_%)(1_%>

die Anzahl dller derjenigen der Zahlen
1, 2 ... m,

welche relative Primzahlen gegen die letzte m sind. ,

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen m sei,
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei.

Wir kénnen dem gefundenen Ausdruck eine andere Form ge-
ben, indem wir m als Product von Primzahl-Potenzen darstellen;
da a,b,c... die simmtlichen von einander verschiedenen in m
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form

m=a*bPc” . ..
und es wird
om) = @—1a* .- G—1)bfF T . c—1)e. ..

Um unseren Satz an einem Beispiel zu priifen, wihlen wir
m — 60; die simmtlichen Zahlen, welche nicht grosser als 60 und
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe

1, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,
und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obi-
gen Formel, da 2, 3, 5 simmtliche in 60 aufgehende Primzahlen
sind,

2 4

. | _
(})(60)——60'5'—5'3—16.

8 12.

Aus der gefundenen Form der Function ¢ (m) geht auch noch
folgender Satz hervor: Sind m und m' zwei relative Primzahlen,
so ist
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@ (mm') = @ (m) ¢ @m').

Denn sind a,b,¢ . .. simmtliche in m, und a’, d',¢’ ... simmt-
liche in m' aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und m' rela-
tive Primzahlen sind, keine Primzahl der einen Reihe mit einer
der andern iiberein, d. b. alle Primzahlen

’ )
a b ¢ . .. a, b, ¢

sind von einander verschieden. Sie gehen ferner simmtlich in
dem Product mm' auf, und umgekehrt muss jede in mm' aufge-
hende Primzahl, da sie in einem der beiden Factoren m,m' auf-
gehen muss, mit einer dieser Primzahlen iibereinstimmen. Also
sind dies die s@mmtlichen von einander verschiedenen in mm'
aufgehenden Primzahlen; hieraus folgt

(mm') — (-2 =302
9 - (1—;1—,>(1——$)(1_%'> o

Da nun andererseits

v =m(1=Y(—H( -3
q:(m'):m’(l—%)(l—%)(l—%,) ...

ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig-
keit des zu beweisenden Satzes.
So ist z. B.

P(60) = @(4-15) = @ (4) 9 (15) = 2 - 8 = 16.

Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei-
teres auf ein Product aus beliebig vielen Zahlen m,m', m" . .
ausgedehnt werden kann, welche simmtlich unter einander rela-
tive Primzahlen sind; denn es ist z. B.

und

P(mm'm") = @(m) ¢ (m'm") = @(m) p(m') ¢ m")

und #hnlich fiir eine grossere Anzahl von Factoren.
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§. 13.

Die Aufgabe, den Werth der Function ¢ (m) zu bestimmen,
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden:

Wenn 8 irgend ein Divisor der Zahl m ist, die Anzahl der-
jenigen der Zahlen

, 2 3 ...m

zu bestimmen, welche mit m den grossten gemeinschaftlichen Di-
visor & haben.

Wir konnen dieselbe sogleich auf den friitheren speciellen
Fall zuriickfiithren. Zunichst leuchtet namlich ein, dass die Zah-
len, um welche es sich handelt, unter den Vielfachen von 4, also
unter den Zahlen

m
8 28,38, . .. %38

zu suchen sind. Damit nun & der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von m = %‘- 0 und einer Zahl von der Form #90 sei, ist

erforderlich und hinreichend, dass der Coefficient » relative Prim-

zahl gegen % sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleich die
Anzahl derjenigen der Zahlen
1, 2,8 ... %,

welche relative Primzahlen gegen die letzte % derselben sind;

diese Anzahl ist folglich — (p(%) Offenbar geht diese “allge-
meinere Aufgabe wieder in die frithere iiber, wenn der Divisor
i—=1 ist.

Aus der Losung dieser Aufgabe lisst sich nun ein schoner
Satz iiber die Function ¢ (m) ableiten, der in spiiteren Untersu-
chungen eine grosse Rolle spielt. Schreiben wir einmal alle Di-
visoren .

o', 8" &M . . .
der Zahl m auf, und theilen wir alle m Zahlen

1, 2,3 .. . m
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in ebenso viele Gruppen ein, als es Divisoren 8 von m giebt, in-
dem wir alle die Zahlen, welche mit m den grissten gemein-
schaftlichen Divisor 8’ haben und deren Anzahl nach dem Vor-

hergehenden = (p(—?,—) ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die

‘p(—;ﬁ,b; Zahlen, welche mit m den gréssten gemeinschaftlichen

Divisor " haben, in die zweite Gruppe aufnehmen u.s. f So
leuchtet ein, dass jede der m Zahlen in eine, aber auch nur in
eine solche Gruppe aufgenommen wird, und es muss daher das
Aggregat der Zahlen

m m w

welche angeben, wie viele Zahlen der ersten, zweiten, dritten u.s.w.
Gruppe angehoren, mit der Anzahl m der simmtlichen in diese
Gruppen vertheilten Zahlen iibereinstimmen. Wir erhalten daher
den Satz

o(2) o)+ o)+ - =

m
Zo(3)=m
worin das Summenzeichen sich auf die simmtlichen Divisoren
0 der Zahl m bezieht. Es ist leicht, diesem Satze noch eine et-
was andere Form zu geben; bedenkt man nimlich, dass, wenn fiir
0 der Reihe nach alle Divisoren von m gesetzt werden, der Quo-

tient Zg— ebenfalls jedesmal ein Divisor von # wird, und dass auf

oder

diese Weise — jedem Divisor von m und jedem nur einmal gleich

wird (denn verschiedenen Werthen von & entsprechen auch ver-

schiedene Werthe von %), 80 leuchtet ein, dass der Complex
der Zahlen -?
einstimmt; wir konnen den obigen Satz daher auch so schreiben:

Zg((0) =m,

vollstéindig mit dem Complex der Divisoren d iiber-
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wo wieder das Summenzeichen sich auf alle Divisoren § der Zahl
m bezieht.

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu
priifen. Nehmen wir m — 60, so sind die Zahlen

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60
die simmtlichen Divisoren & von 60. Nun ist )
1) =1, 9(2) =1, ¢B) =2 ¢H4) =2

p(3) =4, 9(6) =2, 9(10) =4, @(12)=4,
p(15) =8, @(20) =8, @(30)=28, ¢ (60) = 16;

und die Summe aller dieser Zahlen ist in der That — 60.

§. 14.

Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes iiber
die Function ¢ (m) ergab sich unmittelbar aus dem Begriff
dieser Function ohne Hiilfe der vorher fiir dieselbe gefundenen
Form und ohne alle Rechnung*); es wird aber gut sein, noch
einen zweiten Beweis hinzuzufiigen, welcher mehr rechnend zu
Werke geht und die friither abgeleitete Form der Function und
die daraus gezogenen Folgerungen voraussetzt.

Jeder Divisor 0 der Zahl
m = a®bP ¢”
hat die Form
a = aa,bﬂ,c 7'
wo wie frither «,b,¢... von einander verschiedene Primzahlen

’ ! ’
bedeuten. Da also a®, 8%, ¢¥ . . . unter einander relative
Primzahlen sind, so ist

r ! r
p@® =9@*) o(?) o(”) . ..
Um nun alle Divisoren & der Zahl m zu erhalten, muss man
*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die Function ¢(m) vollstindig,

80 dass faus ihm auch die (in §. 11 gefundene) Form derselben abgeleitet
werden kann; siehe die Supplemente VII, §. 138.
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o' die Zahlen 0,1,2 . . . «
ﬁ' n ” 07 ]a 2 ... ﬁ
Y o, » 0,12 .y
u. 8. w.

durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller entspre-
chenden Werthe ¢ (), so leuchtet ein, dass dasselbe mit dem
Product aus den folgenden Summen

e(1) + 9@ + 9@ + - - - + 9@
e+ 9@ + 9@) + - - - + 9@F)
o) + 9@ + o€ + - - - + @(c?)
u. S. W.

iibereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich

1+4@—1)+@—1)a+ - - . +(a—l)a“_l
=14 (a°—1) = a%

ebenso ist b° die zweite, ¢? die dritte Summe u. s. £ Es ergiebt
sich daher, dass das Aggregat

Ze@) =a“-bP.cY

ist, was zu beweisen war.

I
$

§. 15.

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Liosung
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes fiihrt, welcher
sonst gewohnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es
handelt sich darum, wenn m eine beliebige ganze Zahl und p eine
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der hiochsten Potenz von
p zu bestimmen, welche in der Facultit

mi=1.2.3 ... -m

aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grosste in dem Bruch % ent-
haltene ganze Zahl (so dass m' = % < m' 4 1), so sind unter
den m Factoren von m /! nur die folgenden m' durch p theilbar

» 2p 3p - - - m'p;
und da die iibrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spie-
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len, so stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der
hochsten Potenz von p iiberein, welche in dem Product

1.2 ... m'.pm'

dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe
aus m' und dem Exponenten der hichsten Potenz von p, welche
in der Facultit

m!=1-2 ... m
aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte Ex-
ponent gleich
m' + m" + mlll _l__
ml m"

ist, wo m"",m" . . . die grossten in ;, 2 enthaltenen ganzen
Zshlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der Zahlen m',m",m" . . .
eine abnehmende, und folglich eine endliche; der gesuchte Expo-
nent wird — O sein, wenn p >m ist; denn dann ist schon m'=0.
Es mag beildufig noch bemerkt werden, dass die Zahlen m', m”,

n

m . auch die grossten resp. in %, ----- enthaltenen

ganzen Zahlen sind; ist nimlich » die grosste in %, und s die

r

grosste in 5 enthaltene ganze Zahl, so ist s auch stets die grosste

in _:zlb enthaltene ganze Zahl.
Ist z. B. m = 60 und p = 7, so ist die grosste in

%(—) enthaltene ganze Zahl m' — 8

und die grosste in

g oder in gg enthaltene ganze Zahl m” = 1

und die grosste in

1 . 60 - wo
T oder in 313 enthaltene ganze Zahl m" = 0;

also ist
73 +1 _ 79

die hichste Potenz von 7, welche in der Facultit 60 / aufgeht. l_
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Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge-
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist

8o ist
m!
, flg!lh! ...
eine ganze Zahl
Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl
ist, und wenn wir eine der frithern analoge Bezeichnung beibehal-
ten, so sind
fl + f” +fHI +
9 +9"+9" +
X + B + B +
u. s. W,
die Exponenten der hichsten Potenzen von p, welche resp. in f/,
in g/, in A/ u. s. w. aufgehen, und folglich ist

(f'+y'+h,+"‘)+(f”+g"+h"+"')
+ (flll+ylll+hlll+ .. .) + .

der Exponent der hochsten Potenz von p, welche in dem ganzen
Nenner aufgeht. Andererseits ist

m' + mn'+ m'" + .

der Exponent der hichsten im Zibler aufgehenden Potenz von p;
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner
ist als die erstere. Da nun

F—fegele
ist, so leuchtet unmittelbar ein-, dass
m' =f"+g' + 1+
sein muss; hieraus folgt aber wieder
m' ! " h
PEEEE I
also a fortiore '

mll gfﬂ + yll + h" _I_
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u. s. f., woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt.
Da nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso
oft im Zihler aufgeht, so ist der Zihler theilbar durch den Nen-
ner, der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl*). '

§. 16.

Hiermit beschliessen wir die Reihe der Sitze iiber die Theil-
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Miihe werth, an dieser
Stelle noch einen Riickblick auf den Entwicklungsgang dieser un-
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir
nun vor allen Dingen, dass das ganze Gebdude auf einem Fun-
dament ruht, nimlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient,
den grossten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufin-
den. Dass alle nachfolgenden Sitze, wenn sie sich auch zum
Theil auf erst spiter eingefiihrte Begriffe, wie die der relativen
und absoluten Primzahlen, heziehen, doch nur einfache Conse-
quenzen aus dem Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so
evident, dass man unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird :
in jeder analogen Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des
grossten gemeinschaftlichen Divisors &hnlicher Algorithmus exi-
stirt, muss auch ein System von Folgerungen Statt finden, wel-
ches dem in unserer Theorie entwickelten ganz analog ist. In
der That giebt es solche Theorieen; betrachtet man z. B. alle in
der Form

t—}-u\f‘———?

*) Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven ganzen
Zahlen

@a+1) (@42 ... (at+m—1) (a}m)
stets durch das Product der ersten m ganzen Zahlen
m!=1:2.83...(m—1)m
theilbar ist; denn der Quotient

@+1) (@42 - @atm=1) (atm
1 . 2 ...

(m —1) m

ist gleich
(atm)!

al m!
und folglich eine ganze Zahl.
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enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive, ¢ und u
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen, so
kann man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche
Zahl ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein
Product aus der zweiten und irgend einer dritten solchem Zahl
ist. Aber nur fiir gewisse besondere Werthe von a, z. B. fiir
a = 1, lisst sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Diviso-
ren zweier Zahlen durch einen endlich abschliessenden Algorith-
mus beantworten, der dem in unserer reellen Theorie ganz &hn-
lich ist; es findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form
t+ «V/ =1 auch durchgiingige Analogie mit unserer Theorie der
reellen Zahlen Statt. Ganz anders verhélt es sich, wenn z. B.
a = 11 ist; in der Theorie der Zahlen von der Form ¢ 4+ u} —11
findet unter andern der Satz nicht mehr Statt, dass eine Zahl nur
auf eine einzige Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren
Zahlen dargestellt werden kann; so z. B. lasst sich die Zahl 15
einmal als 3 - 5, ein anderes Mal als (2 +V—11) (2—V =11)
darstellen, obgleich jede der vier Zahlen

3,524+ V—11,2-V—-11

nicht weiter in Factoren von der Form ¢ + 'V —11 zerlegbar ist.
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin,
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al-
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zahlen zu bilden *).

*) Die Einfilhrung der ganzen complexen Zahlen von der Form
t+uV—1 rihrt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria resi-
duorum biquadraticorum II, oder in einer Abhandlung von Dirichlet:
Recherches sur les formes quadratiques a coéfficients et a tndéterminées
complexes (Crelle’s Journal XXIV). Das oben erwihnte abweichende Ver-
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einfihrung der tdealen Zahlen
veranlasst (Crelle’s Journal XXXV.).




Zweiter Abschnitt.

Von der Congruenz der Zahlen.

. §. 17.

Bedeutet & irgend eine positive ganze Zahl, so lisst sich jede
beliebige (positive oder negative) ganze Zahl a stets und nur auf
eine einzige Weise in die Form

a=sk+r
bringen, in welcher s eine ganze Zahl und r eine der k Zahlen
0,1 2 ... (k—1)

bedeutet. Denn lisst man zunichst s alle ganzen Zahlwerthe von
—o bis 4 durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die simmtli-
chen Multipla von %, und von einem solchen Multiplum sk bis
zum néchst grossern (s 4+ 1)k excl. giebt es immer nur k Zahlen,
néamlich

sk, sk+1, sk+2 . . . sk+(k—1);

giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, und
dem 7 jedesmal alle jene bestimmten k¥ Werthe, so durchliuft der
Ausdruck sk 4 r wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner
jede Zahl o auf diese Weise nur ein einziges Mal erzeugt wird,
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn

s'k4+7r' =sk+r

Dirichlet, Zahlentheorie. 3
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ist, so folgt daraus
r'—r=(—s")k;

wenn nun »’ ebenfalls eine der kZahlen 0, 1,2 . .. (k—1) ist, so
ist der absolute Werth von 7’ —r ebenfalls eine dieser Zahlen,
also kleiner als k; da aber ' — r ein Multiplum von % ist, so kann
7' —r nur = O sein, woraus 7' =17 und s’ =s folgt.

Wir werden nun im Folgenden sagen, dass die Zahl r der
Rest der Zahl a in Bezug auf den Modulus k ist; sobald fernmer
zwei Zahlen a und b in Bezug auf denselben Modulus k denselben
Rest r lassen, sollen sie gleichrestig oder (nach Gauss) congruent
in Bezug auf den Modulus % heissen; da in diesem Fall a=sk + r
und b=s'k 4 r ist, so folgt, dass die Differenz a — b=(s—s")k
durch den Modulus % theilbar ist; und umgekehrt, ist a — & durch
k theilbar, so sind die Zahlen a und b auch congruent in Bezug
auf den Modul %; denn ist » der Rest von a, ' der von b, also

a=sk+r, b=2sk+1r,
80 ist
a—b=(@s—sNk+(@r—r');

da nun der Voraussetzung nach a —b ein Multiplum von k ist, so
muss auch ' —» ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen
haben, nicht anders moglich ist, als wenn »’ =7 ist. Man konnte
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Diffe-
renz durch den Modul theilbar ist. (Aus diesem Grunde hat man
die Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede
voun zwei einander nach dem Modul £ congruenten Zahlen a und
b ein Rest der andern heisst.)

Da man sehr hiufig die Congruenz zweier Zahlen a und & in
Bezug auf eine dritte % als Modul auszudriicken hat, so ist von
Gauss fiir dieselbe ein eigenes Zeichen eingefiihrt; man schreibt
namlich

a = b (mod.k).
So ist z. B.
= — 25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7).

Da die beiden Zahlen @ und b in dem Begriffe der Congruenz
dieselbe Rolle spielen. so darf man offenbar die zur Linken und
Rechten desZeichens = stehenden Zahlen mit einander vertanschen.
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Ferner leuchten aus dem Begriffe der Congruenz leicht die fol-
genden Sitze ein:

1) Sind a und % zwei beliebige Zahlen, so ist stets
a = a(mod. k).

2) Ist in Bezug auf denselben Modulus % eine erste Zabl a
einer zweiten b, diese wieder einer dritten ¢ congruent, so ist auch
die erste a der dritten ¢ in Bezug auf k congruent; in Zeichen:
ist

a = b (mod.k), b = ¢ (mod.k),
so ist auch
a = ¢ (mod. k).

Denn die Reste der drei Zahlen a,b,¢ sind einander gleich; oder
auch, da ¢ — b und b — ¢ Multipla von % sind, so ist auch (a — b)
+ (b — ¢) = a — ¢ Multiplum von %.

3) Ist
a = b (mod. %) und m = n (mod.k),

so ist auch
a4+m=>b+n (mod.k) und a—m = b—n (mod. k).

Denn da @ — b und m—xn Multipla von % sind, so sind auch
(@a—?b + m—n)=(@a+m)— (b+n) und (a—b) — (m—n)
= (a—m) — (b — n) Multipla von .

Dies lisst sich fiir eine beliebige Anzahl von Congruenzen
erweitern, die sich auf denselben Modulus beziehen; man kann sie
addiren und subtrahiren wie Gleichungen.

4) Ist wieder
a = b (mod.%) und m = » (mod. %),
so ist auch
am = bn (mod.%). .

Denn da @ — b ein Vielfaches von % ist, so ist zunichst auch
(a—b)m = am — bm ein solches, also

am = bm (mod.k);
8*
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da ferner m—n ein Vielfaches von % iét, so ist auch b (m —n)
= bm — bx ein solches, also

bm = bn (mod.k);

die beiden Zahlen am und bn sind daher derselben Zahl bm con-
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent.

Auch dieser Satz lisst sich dahin verallgemeinern, dass man
eine ganze Reihe von Congruenzen, die sich auf denselben Modul
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Gleichungen; und
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruen-
ten Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Mo-
dulus.

5) Die bisherigen Sitze kann man folgendermaassen zusam-
menfassen. Ist f(x,9,2 ...) eine ganze rationale Function der
Unbestimmten z, 4,2 . . ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind,
und ist in Bezug auf einen und denselben Modulus %

a=a, b=?b, c=¢" .. .,
8o ist auch
f(a,be...)= f(a',b',c'...) (mod.k).

6) Etwas anders verhilt es sich bei der Division. Ist nim- .

lich

am = bm (mod.k),
80 kann man hieraus ithllgemeinen nicht mit Sicherheit schlies-
sen, dass auch a = b (mod. %) sein muss; bezeichnen wir mit d

den grossten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen m und
k, so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass

=5 (mod. ’%)

sein muss. Denn da m (a —b) ﬂurch k, also %(a—b) durch 7’;
theilbar, und 'g relative Primzahl gegen ’oi ist, so muss (a — b)
durch % theilbar sein.
7) Ist
a = b (mod. %)
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und m irgend ein Divisor von k, so ist auch
a = b (mod. m).

Denn g — b ist ein Multiplum von %, und % ein Multiplum von m;
also ist a — b auch ein Multiplum von m.

8) Ist
a = b (mod.k) und @ = b (mod.l) und @ = b (mod. m), u. s. w.

so ist auch
a = b (mod.?),

wo h das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von %,I,m . .. be-
zeichnet. Denn a—b ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller
dieser Zahlen, also auch Multiplum von A.

Hieraus folgt auch noch als ein besonders bemerkenswerther
specieller Fall, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug
auf eine Reihe von Moduln, die simmtlich unter einander relative
Primzahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt,
welcher das Product aus allen jenen Moduln ist.

§ 18.

Da jede beliebige Zahl @ ihrem Reste r in Bezug auf den
Modul % congruent ist, so ist jede Zahl a einer der % Zahlen

0,1, 2 ... (k—1)

congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent
sein, denn sonst miissten ja auch unter diesen k¥ Resten minde-
stens zwei einander congruent sein, was offenbar nicht der Fall
ist. Theilen wir daher simmtliche Zahlen in Classen ein nach
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den
Modulus & congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl dieser
Classen offenbar —k; die eine enthiilt simmtliche Zahlen, welche
= 0 (mod.%), d. h. durch %k theilbar sind; die folgende Classe ent-
hilt alle Zahlen, welche =1 (mod. %) sind, u. s. f.

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von k Zahlen
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl
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stets einer und auch nur einer von diesen k Zahlen congruent ist;
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen

01 2 ... k=1

bilden, nennt man ein vollstandiges System nicht congruenter (oder
incongruenter) Zohlen oder ein vollstindiges Restsystem in Bezug
auf den Modul %; offenbar bilden auch die Zahlen

1, 203 ...k

und ebenso je & successive ganze Zahlen ein solches System.

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehdren,
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so
dass sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl
spielen. Wir haben schon frither gesehen, dass jede Zahl, welche
in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, unbe-
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr con-
gruente, d. h. derselben Classe angehorige Zahl ersetzt werden
darf. Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal-
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grosste Divisor,
den sie mit dem Modul % gemeinschaftlich haben; denn sind a
und b zwei congruente Zahlen, so ist

a=2>b + sk,

und folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von @ und % auch
gemeinschaftlicher Divisor von b und . Man kann daher nach
diesem grossten gemeinschaftlichen Divisor die Classen wieder in
Gruppen eintheilen, und da die Zahlen

1, 2 ...k
ein vollstindiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist, wenn
8 irgend einen Divisor von & bezeichnet, ¢ <’§> die Anzahl derje-

nigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die d zum grossten
gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul ¥ haben. Speciell ist
also @ (k) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur Zahlen ent-
halten, die relative Primzahlen gegen den Modulus % sind.

Von besonderer Wichtigkeit fiir spitere Untersuchungen ist
auch noch folgender Satz:

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus k, und setzt man-in
dem linearen Ausdruck az + b fiir z der Reshe nach alle k Glieder
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eines vollstamdigen Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die
so enistehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein vollstindiges
System incongruenter Zahlen.
Da n#mlich aus
azx + b= ay + b (mod.k)
auch
azx = ay (mod. k)

und, da a relative Primzahl gegen & ist, nach §. 17, 6) auch
z = y (mod. k)

folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks az + b,
welche incongruenten Werthen von z entsprechen, ebenfalls in-
congruent sind; setzt man daher fiir z alle %k incongruenten Zah-
len ein, so erhilt der Ausdruck az 4+ b auch % incongruente
Werthe, welche, da es iiberhaupt nur £ Classen giebt, ein vollstin-
diges System incongruenter Zahlen bilden.

§ 19.

Betrachten wir jetzt den Ausdruck az, in welchem a wieder
relative Primzahl gegen den Modul % ist, und setzen wir wieder
fiir # der Reihe nach die Glieder eines vollstindigen Systems in-
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen

@, G Q3 . . .,

welche relative Primzahlen gegen den Modul £ sind, und deren
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich o (k) ist, so leuch-
tet erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks az, d. h. die Pro-
ducte

at, Gy, aa; .
simmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben simmtlich wie-
der relative Primzahlen gegen k sind; es wird daher jedes dieser
Producte einem und nur einem Gliede der Reihe

&y 43, a3 -
congruent sein. Wir konnen daher setzen
aa, =

aagEbz d. &
aa; = by (mod. k),
n 8. W.
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wo nun die Zahlen
bla bﬂv b8 .

vollstindig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen

a1, Gy Q3
iibereinstimmen, so dass namentlich
agadg ... — b1b2b3.;-

sein wird. Bezeichnen wir zur Abkiirzung dieses Product mit P,
und multipliciren wir die vorstehenden ¢ (k) Congruenzen mit ein-
ander, so erhalten wir daher

a?® . P = P (mod. k).

Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim-
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen
den Modul %; es ist daher nach §. 17, 6) gestattet, die vorstehende
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten
ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die
Congruenz

a?® =1 (mod. k);

in Worten kann man diesen hochst wichtigen Satz folgendermaassen
aussprechen:

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl k, und erhebt
man a zu einer Potens, deren Exponent @ (k) angiebt, wie viele der
Zahlen

1, 2,3 .. .k

relative Primzahlen gegen k sind, so lisst diese Potenz, durch k di-
vidirt, stets den Rest 1.

Nehmen wir z. B. k = 15, a = 2, so ist a wirklich relative
Primzahl gegen %; nun ist @ (k) = ¢ (15) = ¢ (3) ¢ (5) = 8;-es
muss daher 2%, durch 15 dividirt, den Rest 1 lassen; in der That
ist

28 =256 = 17 .15 4 1.

Es kann iibrigens vorkommen, dass auch Potenzen von ¢ mit
niedrigerm Exponenten als ¢ (k) denselben Rest 1 geben. Dies
tritt wirklich in dem eben gew&hlten Beispiel ein, denn es ist auch

2—=16=1-15+ L
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Specialisiren wir unsern Satz fiir den Fall, dass % nur durch
eine einzige Primzahl p theilbar, also

k=p" ¢k =@®—1)p"""
ist, so erhalten wir den Satz:

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare
Zahl, so ist

a®=V" = (mod. p™).
Nehmen wir ferner hierin # — 1, so erhalten wir einen be-
rithmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der
Fermat’sche Satz heisst:

Ist p eine Primgahl und a irgend eine dwrch p nicht theilbare
Zahl, so st

a?" ' =1 (mod. p).

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch fiir den
Fall giiltig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Zweck
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit ¢ zu multipli-
ciren, wodurch sie in die folgende

a® = a (mod. p)

iibergeht. Ist ndmlich a theilbar durch p, so sind beide Seiten
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noch rich-
tig. Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wie-
der die friithere ableiten; denn sobald @ nicht theilbar durch p,
also relative Primzahl gegen p ist, darf man beide Seiten dieser
Congruenz auch wieder durch a dividiren, ohne den Modul zu
andern.

Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zuriick, der zuerst von
Euler bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer-
mat’schen Satzes fiihrt, so kénnen wir denselben auch in folgen-
der Weise aussprechen: Sind p, , s ... von einander verschie-
dene absolute Primzahlen, und ist @ durch keine dieser Primzah-
len theilbar, so ist stets

wn—1 —1 g—1
a®— V" =0T D c++ =1 (mod. p"r®s® .. ),

worin x, g, 6 . . . irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten.
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§. 20.

Es ist wohl nicht iiberfliissig, dem vorhergehenden Beweise die-
ses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufiigen, der gradatim zu
Werke geht und sich zunichst auf den binomischen Satz stiitzt.
Ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes
bekanntlich

(a+bf =

@+ Barp o Y s

hierin sind (nach §. 15) alle Coefficienten ganze Zahlen. Ist aber
p eine Primzahl, so konnen wir hinzufiigen, dass alle Coefficienten
mit Ausnahme des ersten und letzten, welche =— 1 sind, durch p
theilbar sind; denn der Zihler des Bruches

__pl
ri(p—r)!’

in welchem r eine der Zahlen 1, 2, 3 . . . (p — 1) bedeutet, ent-
hilt den Factor p, der Nenner dagegen nicht; er ist also von der

Form 2;—” ,» Wo n nicht theilbar durch p, also auch relative Prim-

zahl gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch
eine ganze Zahl, dass also pm durch » theilbar ist, so muss m

durch » theilbar sein; der Bruch hat daher die Form p - %, wo

der zweite Factor eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder die-
ser (p—1) Coefficienten = 0 (mod. p). Sind daher ¢ und & ir-
gend welche ganze Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz

(a+ b = a® + b*® (mod. p),

wobei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. Offenbar
folgt hieraus weiter

@+b+0=(@a+b" + ¢ = a’ 4+ b* + ¢* (mod. p)

und allgemein fiir eine beliebige Reihe von % ganzen Zahlen a,
b...h:

@+d+- - - +h)"=a’”+ 0"+ --- +4* (mod. p).

B
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Setzen wir hierina = 1,0 =1... h =1, so erhalten wir fiir
jede beliebige positive ganze Zahl n den Satz:
n® = n (mod. p).
Da ferner fiir jede ungerade Primzahl (—1)? = — 1, und fiir die
einzige gerade Primzahl p — 2 ebenfalls (— 1) =1=—1 (mod. p)
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Con-
gruenz mit der andern
(—1)P= —1 (mod. p)
die neue
(—n)? = —n (mod. p).
Also ist der Fermat’sche Satz
a® = a (mod. p)

fiir jede positive und negative Zahl a bewiesen, wihrend er fiir
a = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun « nicht durch p theil-
bar ist, was wir von jetzt annehmen wollen, so folgt hieraus, dass

a* " '=1(mod.p),d h.a? "' =14 hp

ist, wo & eine ganze Zahl bedeutet. Erheben wir diese Gleichung
zur pten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem
binomischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder mit Ausnahme
des ersten Multipla von p? sind; wir erhalten daher

a®—Vr =14 h'p? oder a®—Vr =1 (mod. p?),

wo wieder &’ eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren,
indem man jedesmal wieder zur pten Potenz erhebt, und gelangt
auf diese Weise zu der Congruenz

a®=02""" =1 (mod. p™),

deren Allgemeingiiltigkeit sich in derselben Weise durch den
Schluss von & auf = 4+ 1 nachweisen lisst.

Sind nun 7, s ... ebenfalls Primzahlen, welche nicht in a
aufgehen, so ist nach demselben Satze

a9 =1 (mod.r?), a¢-0:"""' =1 (mod.s% . . .

Setzen wir ferner zur Abkiirzung

b= (p—1)p" 1 r— e =D .
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und beriicksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form
i a® = 1 (mod. m)
auch die Congruenz
*» =1 (mod. m)

folgt, sobald & ein Multiplum von « ist, so ergiebt sich, dass die
Congruenz

a’ 1

i

fiir jeden der Moduln p”™, r¢,s° . . . und folglich, da dieselben
relative Primzahlen sind, auch fiir den Modul

Ek=p"r®s® . ..

gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat'-
sche Satz erwiesen.

§. 2l

Es kommt hiufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con-
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen z, y . . . enthal-
ten, und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen
Werthe von z, y . . . zu suchen, durch welche die beiden Seiten
der Congruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der
Anzahl der Unbestimmten «, y . . . heisst dann eine solche Con-
gruenz eine Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekann-
ten, dhnlich wie dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt. Auch
hier nennt man dann solche specielle Werthe von z, y . . ., welche
die Congruenz zu einer identischen machen, Wurzeln der Con-
gruenz, und das Problem der Auflosung einer Congruenz besteht
in der Auffindung ihrer simmtlichen Wurzeln. Wir werden im
Folgenden nur solche Congruenzen betrachten, welche eine ein-
zige Unbekannte z enthalten und ausserdem sich auf die Form

az" 4+ 02" "'+ . - . +gxr 4+ h=0 (mod.k)

bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a, b . . .
9, b ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von
z, der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul %
theilbar macht, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt
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man irgend eine solche Wurzel z, so sind offenbar nach §. 17,5) alle
ihr nach dem Modul ¥ congruenten Zahlen, d. h. alle Individuen
der Classe, welcher diese Zahl x angehort, ebenfalls Wurzeln der-
selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem
der vollstindigen Auflésung der Congruenz kommt daher darauf
zuriick, alle unter einander sncongruenten Wurzeln derselben auf-
zufinden. /

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz,
sobald

a=a, b=b ... g=g', h="~r (mod. k)
ist, auch eine Wurzel der Congruenz
a'z" + b’z '+ . . . 4 g'x + b= 0 (mod. k)

sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die
Unbekannte x genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmit-
telbar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi-
cienten durch den Modul theilbar sind; der Exponent der héch-
sten Potenz von z. welche nach dieser vorldufigen Ausscheidung
zuriickbleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in
der obigen Congruenz der erste Coefficient a nicht durch den
Modul % theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mten Grades.
Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz

z2® =1 (mod. %)

an, 80 miissen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon-
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad ¢ (k) Einheiten enthilt;
denn erstens geniigen alle relativen Primzahlen gegen den Modul
der Congruenz, und diese zerfallen in ¢ (k) Classen; und zweitens
kann die Congruenz keine andern Wurzeln haben als diese; denn
der grosste gemeinschaftliche Divisor d einer Wurzel z und des
Modul % ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen z%® und
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und %; folglich kann & nur
— 1 sein.
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§. 22.

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen
Erorterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nimlich zu der
Congruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Transposi-
tion des bekannten Gliedes stets die Form

azx = b (mod. k) )

geben kann. Betrachten wir auch hier zuniichst nur den speciel-
len Fall, in welchem der Coefficient a relative Primzahl gegen
den Modul % ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz
stets eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben frii-
her (§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks az, welche
man erhilt, wenn man fiir  simmtliche % Individuen eines voll-
stindigen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein sol-
ches System bilden; unter den Werthen dieses Ausdrucks wird
sich daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben
Classe angehort wie b, d. h. welcher = b ist. Der verallgemei-
nerte Fermat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand,
die Wurzel dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen; offenbar
geniigt jede Zahl

z2=2"5.a?® ! (mod k)

der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln
der Congruenz

22 = — 8 (mod. 15)
durch die Formel

z2=—38.2"=6 (mod. 15)
gegeben werden. '

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen
wir an, es sei 8 der grisste gemeinschaftliche Divisor des Coeffi-
cienten a und des Modul %, so leuchtet zunichst ein, dass, wenn
die Congruenz iiberhaupt eine Wurzel z besitzt, auch & durch &
theilbar sein muss; denn da ax mit dem Modul ¥ den gemein-
schaftlichen Divisor d hat, so muss auch & = az durch 8 theil-
bar sein. Dies ist also eine unerldssliche Bedingung fiir die
Maéglichkeit der Congruenz; dass sie auch hinreichend fiir dieselbe
ist, wird sich sogleich zeigen.
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Gesetzt nun, es sei z eine Wurzel der Congruenz, also
axz =10+ mk,
wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus
b k
Fe=gtmg

d. h. jede Wurzel der urspriinglichen Congruenz ist auch Wurzel
der Congruenz

%x = -g— (mod. 1;) ©))

und umgekehrt iiberzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel
dieser letztern Congruenz auch eine Wurzel der erstern sein
wird ; denn aus

8
S|
C

+m

TR

folgt auch wieder
azxz=0b 4+ mk.

Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich
ihrer Wurzeln vollstiindig mit einander iiberein; da pun in der
letztern der Coefficient g— relative Primzahl gegen den Modul -;f
ist, so haben wir wieder den frithern Fall: diese Congruenz ist
stets 1osbar, und alle ihr geniigenden Zahlen bilden in Bezug auf

. k . . . .
ihren Modul 3 Dur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn

« eine bestimmte derselben ist, alle andern in der Form

=tk ®

enthalten sind, wo 2 jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun
alle diese Zahlen auch die simmtlichen Wurzeln der Congruenz
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den
Modul % incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen

k

k p
a+zdund a+zo—.
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werden offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf
den Modulus % sein, sobald

@ — 2k

durch %, und also 2’ — 2z durch 8 theilbar ist; diese beiden Zah-
len werden also einer und derselben Classe, oder verschiedenen
Classen in Bezug auf den Modul % angehdren, je nachdem die
beiden Zahlen z und 2’ einer und derselben Classe, oder verschie-
denen Classen in Bezug auf den Modulus & angehdren; woraus
unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) simmtliche Individuen von
0 verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul % enthilt, und
es leuchtet ein, dass die folgenden 0 Zahlen

a, a-l-%, a+2%..a+(6—1)1;

aus jeder dieser & Classen einen Repriisentanten enthalten. Wir
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen:
Damit die Congruens

ar = b (mod. %)

siberhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den gross-
ten gemeinschaftlichen Divisor 8 der beiden Zahlen a und k theilbar
sev; st diese Bedingung erfillt, so hat die Congruenz genau & in-
congruente Wurzeln.

Es ist zu bemerken, dass in dem friiher behandelten Fall, in
welchem 0 = 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfiillt ist,
ferner, dass dieser Satz auch noch fiir den Fall =%, in welchem
also a = 0 (mod. %) ist, seine Giiltigkeit behélt, indem, sobald &
ebenfalls = 0 (mod. k) ist, jede beliebige Zahl & dieser identischen
Congruenz Geniige leistet.

Um auch ein Beispiel fiir den allgemeinen Fall zu behandeln,
nehmen wir die Congruenz

82 = — 12 (mod. 60);

der grosste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des
Modul 60 ist hier — 4; da die rechte Seite — 12 durch densel-
ben theilbar ist, so ist sie moglich und wird 4 nach dem Modul
60 incongruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem
wir zunichst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz
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22 = — 3 (mod. 15)
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form
. z = 6 (mod. 15)
enthalten sind, und schliessen daraus, dass
r=6, =21, =36, = 51 (mod. 60)

die vier Wurzeln der urspriinglichen Congruenz sind.

§. 23.

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden,
ob eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder
nicht, und im erstern Fall dieselben aufzufinden, eine vollstindige
Losung gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul % eine
grosse Zahl ist, wegen der erforderlichen Potenzirung fiir prakti-
sche Zwecke nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgen-
den eine einfachere Methode angeben. Offenbar konnen wir uns
auf den Fall beschrinken, in welchem der Coefficient der Unbe-
kannten relative Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem kon-
nen wir annehmen, dass die rechte Seite — 1 ist; denn um aus
der Wurzel einer solchen Congruenz diejenige einer andern zu
finden, in welcher die rechte Seite eine andere Zahl ist, geniigt
es offenbar, dieselbe mit dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir
der Bequemlichkeit halber den Modul nicht %, sondern &, so re-
ducirt sich also unsere Aufgabe auf die Auflosung der Congruenz

az = 1 (mod. d)
oder, was dasselbe ist, auf die Auflésung der unbestimmten Glei-
chung ersten Grades
azx —by = 1.
Wir schicken derselben einige Sitze iiber einen Algorithmus
voraus, der zuerst von Euler behandelt und fiir die Theorie der

Kettenbriiche, sowie auch fiir unsere spitern Untersuchungen von
Wichtigkeit ist. Es seien

a, b ' ' 1)

irgend zwei unbestimmte Grossen, und ebenso
Dirichlet, Zahlentheorie. 4
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y, 8, 6...4 p, v @)
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grossen. Aus diesen
bilden wir nun successive eine neue Reihe ¢, d, e.. .1, m, n

nach folgendem Gesetz:
c=yb+a, d=0c+ b, e=cd+c...n=vm+1 (3)

Substituirt man den Ausdruck fiir ¢ in den fiir d, so wird der
letztere eine dhnliche Form annehmen wie der erstere, nimlich

d = da + (0 + 1) b;

er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus
einem zweiten, welches den Factor b enthélt. Substituirt man
nun diesen Ausdruck fiir d, und den ersten fiir ¢ in den Ausdruck
fiir e, 8o nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann
man fortfahren, und aus dem Ausdruck fiir » erkennt man, dass
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald ! und m schon diese
Form erhalten haben, so nimmt auch » dieselbe an. Wir konnen
daher

n= Ga 4 Hb
setzen, wo nun G und H unabhingig von ¢ und b sein werden.

Man bezeichnet den Coefficienten H, der nur von den in der
Reihe (2) befindlichen Grissen abhingt, durch das Zeichen

[ 8, 6.4, 8, 9] @)

und wir werden im Folgenden einige interessante Sitze beweisen,
die sich auf dasselbe beziehen.

Zuniichst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangs-
gliedern

b, c=9yb+a aan)
und der Reihe

0, &...4,u, v @)

in derselben Weise verfihrt wie oben, man genau dieselben Glie-
der d, e ... 1, m, n erhalten wird. Wir konnen daher gleichzeitig

n==GCGa+[p,0,e...u0,v]0
und

n=G'b 4+ [d,e...p,v] ¢
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setzen; ersetzen wir hierin ¢ durch yb + a, so erhalten wir
n=1[0,¢...mv]a + (p [0,&...p,7] + G) b,

woraus durch Vergleichung der Coefficienten von a in beiden
Formen von n zunéchst

G=1[0,¢e...pu,7]
folgt. Der Coefficient G lisst sich daher durch dasselbe Zeichen

ausdriicken wie H. Wir konnen also von jetzt an schreiben

n=1[0...u,v]a + [y,0...p,7]0b;
da nun auch )
GF=l...p, v]
sein muss, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten
von b in den beiden Formen fiir » den Satz

[y,0,e...v]=9p[0¢e...v] + [e...7], )

in welchem das Gesetz ausgedriickt ist, nach welchem die Fortbil-
dung der Ausdriicke von der Form (4) nach links hin geschieht.

Einen ganz analogen Satz fiir die Fortbildung nach rechts
hin erhilt man durch die einfache Bemerkung, dass durch die
Annahme ¢ = 0, b = 1 die drei Grossen I, m, n resp. in

lyr..-4, [v... 4], [v...44,v]

iibergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdriicken
die Relation

ly... A uvl=[F...4,ulv+[y...4] (6)

besteht.

Verbindet man diese beiden Sitze mit einander, 8o iiberzeugt
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden:

v, ... 0,9l =1[y,0...u,7] (U]

Nimmt man nimlich an, dieser Satz sei fiir alle Ausdriicke dieser
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grossen enthalten,
8o dass also z. B.

[0,e...v]=[v...e,0]und [e...v] = [v...¢]

so folgt aus (5):
4%
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o, e...vl=1[v...5,0]py + [v...¢];
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der
Satz wirklich fiir die ersten Fille; enthilt ndmlich der Ausdruck
nur eine einzige Grosse p, so versteht sich dies von selbst; und
ausserdem ist

701 =70+1=[4 ]

Hieraus folgt also, dass der Satz auch fiir jede beliebige Anzahl
der Grossen 9, 0. .. g, v gilt.

Wir konnen die Gleichungen (3), durch welche das Bildungs-
gesetz der Grossen ¢, d. . . n ausgedriickt wird, auch in folgender
Weise schreiben:

—ec=(—pb+(—a),+d=(—0 (—c) + b,
—e=(—8d+ (—9...a=(—9(Fm+ (D,

wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Gréssen y, 6...p,»
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An-
fangsgliedern

—a, b a"

und der Reihe

—y,—0, —&...—4 —pu, —v 2"
durch dasselbe frithere Verfahren die Reihe

—¢, +d, —e...+n

entsteht. Es wird daher auch
+n=[—8 —e...—1] o+ [—y,—08 —e...—2]b
und folglich

[ —0...—v] =+ [p0d...9] ®)

sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen
ist, je nachdem die Anzahl der Gréssen p, §...v gerade oder
ungerade ist.

Endlich kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter
Folge so schreiben:
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l=(—v)ym+n, bk=(—pwpl+m...
b=(—0dc+d,a=(—p)b+ec

Es wird daher
a=[—p...—yln+[—v,—p...—9]m
oder mit Hiilfe des Satzes (8):
Ta=—[p...9ln+[v,e...9]m
oder mit Beriicksichtigung des Satzes (7):

‘ta=—[y,0... uln4[y.0...8v]m

Wenn man nun ¢ = 1, b = 0 setzt, so gehen m, n resp. in

[6...4], [6...u8,]
iiber, und man erhilt das Resultat:

b...0] »6...8,v] —[0...,v] [10...04]=+1, (9
wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nchmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Gréssen p, d...u, v gerade oder ungerade ist.

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdriicke in
der Theorie der Kettenbriiche von der grossten Wichtigkeit sind;
es ist ndamlich '

1 [y,0,e...u,v]
L | =", ¢ ... 8, 7] (10)
4.
"
Bl
v

Denn gesetzt, dieser Satz sei schon fiir jede kleinere Anzahl der

Grossen y, 8, & . . . u, v bewiesen, so dass also namentlich
1 [0, ¢...u,7]
(J = -
+s+..1 [e...u,7]
v
ist, so folgt hieraus als Werth der linken Seite der Gleichung (10)
[e...0,v] _ p[0,6...8,v] +[c...8,7]

LA T e 0, 6... 8 ]
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und hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung des Satzes (5) die
Richtigkeit des Satzes (10). In der That ist aber

1 _y0+1_ [»9],
rYy="% ="’

da also der Satz fiir zwei Grossen y, 0 richtig ist, so ist er auch
fiir jede beliebige Anzahl der Gréssen y, 0 ... p, v richtig.

Sind die Elemente p, d... u, v ganze Zahlen, so gilt dasselbe
von den Zghlern und Nennern der Briiche

[»1 [» 9] [y,0...8,7]
T' 8] " ...,

ferner ist jeder dieser Briiche irreductibel, d. h. durch die klein-
sten Zahlen ausgedriickt; denn es folgt z. B. aus der Relation (9),
dass Zihler und Nenner des letzten der obigen Briiche ohne ge-
meinschaftlichen Divisor sind.

8 24,

Die vorstehenden Sitze sind deshalb gleich in solcher Voll-
stindigkeit aufgestellt, damit wir bei einer spitern Untersuchung
nicht nothig haben, von Neuem auf denselben Algorithmus zuriick-
zukommen; fiir unsern nachsten Bedarf, nimlich fiir die Losung
der unbestimmten Gleichung

ax — by =1,

in welcher wir nun wieder a und & als zwei gegebene relative
Primzahlen ansehen, geniigt schon ein kleiner Theil der vorher-
gehenden Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es
bei der Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Divisors der

beiden Zahlen (oder bei der Verwandlung des Bruches % in einen

Kettenbruch) geschieht, indem wir das System der folgenden Glei-
chungen bilden:

a=ypb+e¢, b=dc+d...
und so fort, bis wir endlich in der Gleichung

l=vm +1
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zu dem Rest 1 gelangen, was ja geschehen muss; diese Gleichun-
gen konnen wir auch so schreiben

c=(—yb+a;d=(—dc+b...1=(—v)m+1
und hieraus folgt, dass
=[-8 —é... —p, —v]a + [—p,—8 —&... —p, —]]
oder .

l1=F[d¢c...u,v]at[y,0,6...8,v]0

ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Gréossen , 8...u, v gerade oder ungerade ist.
Wir erhalten daher folgende Auflosung der unbestimmten Glei-

chung :
z=F[0,¢&...u,v], y=F [7,0,6...4,7].
Hiermit ist also auch eine Wurzel x der Congruenz
az =1 (mod. )
gefunden, und dies geniigt vollstindig, da alle andern dieser einen

nach dem Modul b congruent sind *).
Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel

2z =1 (mod. 15)

an, so erhalten wir

2=0.1542, 15=7.2+41
also

y=0, =17, = — [0] = — 7 = 8 (mod. 15)

und hieraus folgt, dass

=—17.(— 38) =21 = 6 (mod. 15)
die Wurzel der Congruenz

22 = — 3 (mod. 15)
ist.
*) Man iiberzeugt sich leicht, dass aus einer Losung &4, ¥, alle andern

sich durch die Gleichungen # = x4, + b2, y = y, -+ az ableiten lassen,
wo 2 eine willkiirliche ganze Zahl bedeutet.
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Als zweites Beispiel wihlen wir die Congruenz

37z = 1 (mod. 100);
indem wir ebenso verfahren, erhalten wir
37 —0-100 4+ 37; 100 =2-37 4 26; 37T =1-26 4 11;
26=2-11+4; 11=2.4+43;4=1-3+1
und also
z=—[2,1, 2,2, 1] (mod. 100).
Nun ist, wenn wir von rechts nach links rechnen,
1}=1, [2,1]=38 [2,2,1]=T7, [1,2,2,1] =10,

2,1,2,2,1] =217,
also

z = — 27 = 73 (mod. 100).

Da ¢ (100) = @ (4) ¢ (25) = 2 - 20 = 40 ist, so hitten wir nach
unserer friiheren Methode die Auflosung

z = 37% (mod. 100)

erhalten ; die hierin angedeutete Rechnung wiirde sich zwar durch
einige Kunstgriffe bedeutend abkiirzen lassen, allein doch viel

langwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgefiihrte
Rechnung.

Kommt es darauf an, auch den Werth von
y=F1[r,0,e...p,7]
zu berechnen, so ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes
z=F[0,¢...u,7]

von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der
Formel (5) des §. 23 aus : ‘

[¢...u,7] und [0, ¢...pu,7]

unmittelbar den Werth von y. So oft y = 0, also a << b ist, re-
ducirt sich y auf

y=TFle...pvl.

Dies ist in unsern Beispielen der Fall; in dem zweiten erhilt
man auf diese Weise
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y=—1[0,2,1,2,2,1]1=—11,2,2,1] = — 10,
und in der That ist
37:(—27) — 100-(— 10) =1.

§. 25.

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der. Auf-
losung der Coungruenzen ersten Grades lasst sich das folgende
zuriickfithren:

Alle Zahlen x zu finden, welche in Bezug auf zwei gegebene
Moduln a, b gegebenen Zahlen resp. a,f3 congruent sind, d.h. welche
den beiden Forderungen

z =« (mod. @), z =@ (mod. d)

gendigen.

Da némlich alle Zahlen z, welche die erste dieser beiden
Forderungen erfiillen, in der Form z — « 4+ a¢ enthalten sind,
wo ¢ jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch
darauf an, dieses ¢ niher so zu bestimmen, dass

at = f — « (mod. b) ))

wird. Bezeichnet man nun mit & den grossten gemeinschaftlichen
Divisor der beiden Moduln @ und b, so muss, wenn diese Con-
gruenz moglich sein soll, 8 — « durch & theilbar, d. h. es muss

e = f (mod. ) 2)

sein. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existirt keine Zahl,
welche der Aufgabe geniigt; ist sie aber erfiillt, so sind simmt-
liche der Congruenz (1) geniigende Zahlen ¢ in der Form

— b . b
t=r(mod.§)odert_y+-§u

enthalten, wo y eine bestimmte von ihnen, und % jede beliebige
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen
durch die Formel

r=« +ya+‘% u oder z = x, (mod.%é)

gegeben werden, wo z, = « 4 ya selbst eine der gesuchten
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Zahlen, und qai offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multi-

plum der beiden gegebenen Moduln a, b ist.

Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die
Congruenzen

z = 7 (mod. 12), z = 4 (mod. 15).
Man setzt also x = 7 + 12¢, und erhilt fiir ¢ die Congruenz

12¢ = — 3 (mod. 15),
welche (da hier die Bedingung (2) erfiillt ist) sich auf
4t = — 1 (mod. 5)

reducirt. Hieraus folgt
t =1 (mod. 5)

und also
z="T 4 12¢ = 19 (mod. 60).

Besonders bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem
die beiden gegebenen Moduln a, b relative Primzahlen sind; da
gleichzeitig & = 1 wird, so fillt die Bedingung (2) ganz fort;
die Auflosung ist stets moglich und liefert ein Resultat von der
Form

2 = x, (mod. abd).

Die urspriingliche Aufgabe lisst sich auch leicht fiir den Fall
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Mo-
duln und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist;
fiir uns ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem je
zwei der gegebenen Moduln a, b, ¢. .. relative Primzahlen unter
einander sind; wir beschrinken uns daher auf denselben, und
stellen uns unter dieser Voraussetzung die Aufgabe, alle Zahlen
z zu finden, welche dem System von Congruenzen

=« (mod. a), 2 = (mod. b), x =y (mod. ¢) ...

geniigen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche die
beiden ersten dieser Forderungen erfiillen, in der Form z = B8,
(mod. abd) enthalten sind, wo die Zahl §, nach dem Vorhergehen-
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den gefunden werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar
auf die einfachere zuriick, alle Zahlen z zu finden, welche dem
folgenden System von Congruenzen geniigen:

z = f, (mod. ad), z =y (mod. ¢) .. .

Da nun der Modul ab der ersten dieser Congruenzen wieder re-
lative Primzahl gegen jeden folgenden Modul ¢ . .. ist, so kann
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Re-
sultat, dass simmtliche Zahlen z in der Form

z = x, (mod. m)
enthalten sind, wo z, eine bestimmte von ihnen, und m das Pro-
duct abc ... aus allen gegebenen Moduln bedeutet.

Statt eine solche Zahl z, in der eben angegebenen Weise
durch successive Auflésung einer Reihe von Congruenzen ersten
Grades in Bezug auf die Moduln b, ¢... zu suchen, kann man
auch auf folgende Art symmetrisch verfahren. Man suche zu-
néichst Zahlen r, s, ¢. . ., welche den folgenden Paaren von Con-
gruenzen geniigen :

r=1mod a); s=1(mod. d); t=1 (mod. ¢) -
r=20 (mod.ﬁ); s=0 (mod.rf); t=0 (mod.’f) cee
a b/’ ¢

wo m wieder zur Abkiirzung fiir das Product abc. . . gesetzt ist;
da a relative Primzahl gegen %‘ == b¢ . . . ist, und Aehnliches von

den folgenden Congruenzen-Paaren gilt, so sind dieselben stets
moglich und nach der obigen Methode 16sbar; und sobald diese
Zahlen 7, s, t... gefunden sind, wird die gesuchte Auflésung durch
die Congruenz

x=or + fs + yt + - - - (mod. m)
gegeben; denn da z. B. in Bezug auf den Modul a
r=1, s=0, t=0...

ist, 8o ergiebt sich wirklich = « (mod. a); ebenso z=p (mod.b)
u. 8. f Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin,
dass die Hiilfszahlen , s, {... ganz unabhingig von «, B, ... sind,
und daher stets dieselben bleiben, wie auch die letztern variiren
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mogen, vorausgesetzt natiirlich, dass das System der Moduln
@, b, ¢ ... unveréindert bleibt.

Es folgt ferner hieraus, dass 2 ein vollstindiges Restsystem
nach dem Modul m durchlauft sobald die Reste «, 8, 7. . . voll-
stindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b, c..
durchlaufen; denn, wenn o/, 8’, ¢’ . .. irgend ein zweites System
gegebener Reste ist, so wird

a'r 4+ B's + p't + -
stets und nur dann
=ar+ s+ yt+---
nach dem Modulus m sein, wenn gleichzeiﬁg
o' = a (mod. @), B’ = B (mod. b), p' = y (mod. ¢)

u.s. w. ist; daferner «, 8, p... resp. a, b, c... verschiedene Werthe
durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Restsysteme,
also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m incon-
gruenten Werthe von z gleich abc... = m; d. h. z durchlduft ein
vollstéindiges Restsystem nach dem Modul m.

Ist ferner o relative Primzahl zu a, g zu b u. s. f,, so ist x
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht
ein neuer Beweis des Satzes, dass @ (ad) = @ (a) @ (d) ist.

Endlich ergiebt sicli, dass, wenn x irgend eine ganze Zahl
bedeutet, stets

.a b
m=hte ot

gesetzt werden kann, wo &, a', ', ¢’ . . . ganze Zahlen bedeuten.

§ 26.

Wir wenden uns nun zu der Befrachtung der Congruenzen
hoherer Grade, beschranken uns aber dabei auf den einfachsten
Fall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist. Die allge-
meinste Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende:

az® + bzx"1 4 cx*=? 4+ .- + h = 0 (mod. p),

in welcher der hochste Coefficient @ als nicht theilbar durch die
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Primzahl p vorausgesetzt wird. Ebenso wie man jede Gleichung
leicht auf den Fall zuriickfiihren kann, in welchem der hochste
Coefficient — 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn
man die Congruenz mit einer Zahl a’ multiplicirt, welche der Be-
dingung aa’ = 1 (mod. p) geniigt und also eine Wurzel der stets
losbaren Congruenz az =1 (mod. p) ist. Doch hiingt hiervon die
Giiltigkeit der folgenden Sitze nicht im Mindesten ab.

Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom nten Grades
kurz mit f(z). Hat nun eine solche Congruenz

f(@) = 0 (mod. p) (1)

eine Wurzel £ = «, und dividirt man f(z) durch x — e, so wird
der Divisionsrest 7, eine durch p theilbare Zahl sein; denn be-
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze
Function vom (»—1)ten Grade mit ganzzahligen Coefficienten
"ist, mit £, (z), so ist

f@)=@—2a fil®) +n @

und hierin ist r, = f(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod. p).

Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von & verschie-
dene, d. h. nicht mit « congruente Wurzel 8, so folgt aus (2),
dass

(B — @) /1(B) = 0 (mod. p)

und also, da # — a nicht durch p theilbar ist, dass f; (8) = 0,
d. h. dass B eine Wurzel der Congruenz f; () = 0 (mod. p) sein
muss. Man kann daher wieder

h@=@E—BffH@ +n

setzen, wo der Rest r, wieder eine durch p theilbare Zahl, und
der Quotient f, (z) eine ganze Function (» —2)ten Grades mit
ganzzahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck
fir £, (z) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Korm

f@=@E—a)@@—p) (@) + rn(z—a) +n

oder, da 7, und 7, durch p theilbar sind, die Form

f@)=@—e)@—f) filx) +p(z + m)

an, in welcher ! und m ganze Zahlen sind.
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Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von « und g
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder (y — «) noch
(y — B) durch p theilbar ist, dass y eine Wurzel der Congruenz
fa(x) = 0 ist; verfihrt man daher wie frither, so erhilt man eine
Gleichung von der Form

f@)=@—ae)(@—p) —) fi® + p(ra® + sz + 1),
wo 7, 8, t ganze Zahlen bedeuten.

Gesetzt nun, die Congruenz (1) besitze mindestens eben so
viele unter einander incongruente Wurzeln o, 8, y . . . 4, als ihr
Grad n Einheiten enthélt, so sieht man, dass die Fortsetzung
desselben Verfahrens endlich zu einer Gleichung von der Form

f@=a@—0o@—=F) @—7) --@—4) +p¥v@ @)

fiihrt, wo « der hochste Coefficient der Polynome f(z), f; (z),
f2(@)... ist, und ¢ (z) ein Polynom bedeutet, dessen Coefficienten
simmtlich ganze Zahlen sind.

Aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite, dass eine
Congruenz (deren Modul immer als Primzahl vorausgesetzt wird)
nie mehr incongruente Wurzeln haben kann, als ihr Grad Ein-
heiten enthilt. Denn hitte die Congruenz (1) ausser den » Wur-
zeln e, B ...4 noch mindestens eine solche u, die mit keiner
der vorhergehenden congruent ist, so wiirde aus der Gleichung
(3) folgen, dass das Product

ap—a)@—PFHE—p...0—13)

durch p theilbar wire, was unmoglich ist, da der Voraussetzung
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist.

Man hitte diese beiden Sitze, welche fiir die Folge von der
grossten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Folge aus dem
in der Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen konnen.
Da némlich jede von « verschiedene Wurzel 8 der Congruenz (1)
eine Wurzel der Congruenz nichst niedrigern Grades

fi (@) = 0 (mod. p)

ist,. so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz
hochstens eine Wurzel mehr besitzt, als die letztere; da nun eine
Congruenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primzahl ist)
nur eine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom 2ten Grade
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hochstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades hGchstens 3
L 8. f. allgemein eine Congruenz nten Grades hochstens » incon-
gruente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz be-
wiesen ist, ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Weise.
Gresetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich » incon-
gruente Wurzeln «, 8, 7 ... 4, so bilde man die Differenz

f@—a@—o)(z—p) @—7p) - @—4) =9

wo a den hgchsten Coefficienten in f(x) bezeichnet, und denke
sich dieselbe nach Potenzen von z geordnet; dann ist zu zeigen,
dass alle Coefficienten dieses Polynoms ¢ (), dessen Grad hoch-
stens — n — 1, also jedenfalls kleiner als » ist, durch p theilbar
sind. Gesetzt, dies wiire nicht der Fall, und es wire z* die h6chste
in @ (z) vorkommende Potenz von x, deren Coefficient nicht
durch p theilbar wire, so wire

¢ (r) = 0 (mod. p)

eine Congruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelbar
einsieht, die » incongruenten Zahlen «, #... 4 zu Wurzeln hitte,
also, da » << n ist, mehr Wurzeln besiisse, als ihr Grad Einheiten
enthilt. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so
miissen wirklich alle Coefficienten von ¢ (z) durch p theilbar sein,
d. h. es muss

P @) =p¥ ()

sein, wo simmtliche Coefficienten des Polynoms ¢ (z) ganze Zah-
len sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes.

Wir konnen zu diesen beiden Sdtzen noch den folgenden
dritten hinzufiigen: Wenn

f@)=9@) ¢ @

ist, wo die Coefficienten der Polynome ¢ () und v (x) simmtlich
ganze Zahlen sind, und wenn die Congruenz

f (@) = 0 (mod. p), @)

(wo p wieder eine Primzahl bedeutet) ebenso viele incongruente
Wurzeln besitzt als ihr Grad Einheiten enthilt, so gilt dasselbe
von jeder der beiden Congruenzen

@) = 0 (mod. p), ¥(z) = 0 (mod. p). (5)
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Zunichst leuchtet nidmlich ein, dass jede Wurzel « der Congruenz
(4) auch eine Wurzel von mindestens einer der beiden Congruen-
zen (5) sein muss; denn aus

9 (@) ¥(e) = f (&) = 0 (mod. p)

folgt, dass mindestens eine der beiden Zahlen ¢ («), ¥ («) durch
p theilbar sein muss. Hitte nun eine der beiden Congruenzen
(5) weniger incongruente Wurzeln als ihr Grad Einheiten ent-
hilt, so miisste nothwendig die Anzahl der Wurzeln der andern
Congruenz d. h. der iibrigen Wurzeln der Congruenz (4) ihren
Grad iibersteigen, da die Summe der Grade der beiden Poly-
nome ¢ () und ¢ (z) genau dem Grade des Polynoms f(z) gleich
ist. Da dies gegen den zweiten Satz verstossen wiirde, so muss
die Anzahl der incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden
Congruenzen (5) genau ihrem Grade gleich sein.

§ 27.

Von diesen wichtigen Sitzen machen wir sogleich eine An-
wendung. Zufolge des Fermat’schen Satzes geniigt jede der
(p — 1) unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen

,2,3...(p—1)
der Congruenz
zp—1 — 1 = 0 (mod. p),

und diese Zahlen bilden auch ihre simmtlichen incongruenten
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei
Siitze

2 l—1l=@—1)(2—2)(xz—3)...c—p+1) + pv(2),

worin 9 (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bezeichnet. Ent-
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach
Potenzen von z, so muss der Coefficient einer jeden Potenz von
z dem entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p
congruent sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall
betrachten, der sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt,
welche von z unabhingig sind. Ist zunichst p eine ungerade
Primzahl, so ist dieses Glied rechter Hand, da die ‘Anzahl p —'1
der negativen Factoren gerade ist,
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=1-2.3...(p—1),

linker Hand dagegen — — 1, und hieraus ergiebt sich der nach
Wilson benannte Satz:

Wenn p eine Primzahl bedeutet, so ist das um eine Einheit
vergrosserte Product aller kleinern Zahlen als p dirch p theilbar;
in Zeichen

1:2..-(p—1)=—1 (mod. p).

So ist z. B.

1.2:3-4-5:64+1=0721
theilbar durch 7.

Der Wilson’sche Satz gilt aber auch fir die Primzahl 2,
da in diesem Fall 41 und — 1 einander congruent sind.

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth, dass er sich um-
kehren ldsst und deshalb ein charakteristisches Merkmal fiir eine
Primzahl abgiebt. Denn nimmt man umgekehrt an, es sei

1.2.3.-.(p—1) +1

durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wire nimlich p
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich
selbst auch noch durch eine andere Zahl a theilbar, so wiirde a
nothwendig eine der Zahlen 2, 3... (p—1) sein miissen; da nun
die obige Summe und ihr erstes Glied durch a theilbar ist, so
miisste auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht
moglich ist.

Einen andern interessanten Satz erhilt man durch Anwen-
dung des dritten der vorhergehenden Sitze auf dasselbe Beispiel.
Bezeichnet némlich & irgend einen Divisor von p — 1, so ist be-
kanntlich

2?1 —1 = (a;"— 1) v (),

wo ¥ (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hier-
aus folgt also, dass die Congruenz

z9=1 (mod. p),

deren Grad O ein Divisor von p — 1 ist, stets & incongruente
Wurzeln besitzt. . ‘

Dirichlet, Zahlentheorie, b
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§. 28.

Der zuletzt abgeleitete Satz gehort seinem Inhalte nach eigent-
lich in eine allgemeinere Theorie, némlich in die Theorie der bi-
nomischen Congruenzen von der Form

az" = b (mod. k).

Dieselbe stiitzt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potenz-
reste, d. h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und
wir beschiiftigen uns daher zundchst mit der Untersuchung der
interessanten Gesetze, welche hier hervortreten.

Es sei also % ein beliebiger Modul, und & relative Primzahl
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe

1,a,a’,d ...

der successiven Potenzen von g und setzen dieselbe hinreichend weit
fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene Glieder
a’und a’*" einander nach dem Modul % congruent werden; denn

es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter Zahlen. Aus
der Congruenz

o't =a'. a" = a’ (mod. %)

folgt aber, da a’ relative Primzahl gegen den Modul % ist, dass
a” =1 (mod. k)

ist. Es giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei-
nerten Fermat'schen Satz (§. 19) wussten, stets eine Potenz von
a, welche durch % dividirt den Rest 1 ldsst. Unter allen Potenzen
von a, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die-
jenige bemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat;
doch versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht
in Betracht kommt, fir welchen die entsprechende Potenz ja
stets = 1 sein wiirde. Bezeichnen wir mit d diesen kleinsten

positiven Exponenten, fiir welchen

ad =1 (mod. %)
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wird, so wollen wir sagen, die Zahl a gehére zu dem Exponenten
0 oder zu der Zahl 8. Dann leuchtet zunichst ein, dass die ersten
0 Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen

1, a, a ... a%!

simmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer Con-
gruenz von der Form a'*" = a*, wo s und s+ # kleiner als &
sind, wiirde wieder a" = 1 folgen, was mit der Voraussetzung

im Widerspruch steht, dass keine niedrigere Potenz als a? den
Rest 1 ladsst.

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist

a" =1, ad‘+1 =a, ad‘+2 = a? a2d‘—1 = ad‘—l
aeé‘_____ 1 a2d‘+1___ a, a2d‘+2_ a? 3d— ad—l
asd‘__ 1, asd‘+1_ a, aad‘+sE a® 4d‘— ad‘——l
u. 8. W,

Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a*
lisst, dividire man den Exponenten s durch 6 und bringe dadurch
s in die Form s =m& 4 r, wo r eine der Zah}en 0,1,2...(0—1)
bezeichnet. Dann ist

a' = a™%*" = a" (mod. k).

Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen a’ und a*'
stets, aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf
den Modul k, wenn s = s’ (mod. d); denn ist ' der be1 der Divi-

gion von s’ durch 0 hervorgehende Rest, so ist a° '=a" (mod k).
Ist daher

o' =a* (mod. k)
80 muss auch
a" = a"' (mod. k)

sein; da aber  und #' kleiner als & sind, so ist dies nur dann
moghch wenn » = ' ist, woraus s = s’ (mod. 0) folgt; und um-
5#
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gekehrt leuchtet ein, dass, sobald s = s’ (mod. J), also r = »’
ist, auch a* = a*' (mod. k) sein muss.

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald a‘ =1, also a* =a®
ist, nothwendig s = 0 (mod. d), d. h. dass s theilbar durch & sein
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat’-
schen Satz, dass stets

a?® =1 (mod. k)

ist; hieraus folgt also, dass die Zahl 0, zu welcher eine Zahl o
gehort, stets ein Divisor von ¢ (%) sein muss*).

§ 29.

Beschrinken wir uns jetzt wieder auf den Fall, in welchem
der Modul eine Primzahl p, und also a irgend eine durch p nicht
theilbare Zghl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die
Zahl 0, zu welcher a gehort, jedenfalls ein Divisor von ¢(p) =
p—1 sein muss. Man kann nun umgekehrt fragen: wenn 4 irgend
ein Divisor von p—1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen
a, welche zu d gehoren? und wie viele? Nehmen wir zunichst
einmal ein Beispiel, indem wir p =7 setzen. Da aus a=a' (mod. p)

auch stets o’ = a'* (mod. p) folgt, so gehdren je zwei congruente
Zahlen auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen
daher in unserm Beispiel nur die Zahlen a =1, 2, 3, 4, 5, 6 zu
betrachten; durch wirkliches Potenziren, welches man dadurch
abkiirzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren kleinsten Rest

substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle ausge-
driickte Resultat:

a|l1]|2]|3|]4|5]|6
0|1 |3|6]3][6]2
Es gehort daher zu dem Divisor 8 = 1 nur die einzige Zahl

1, zu § = 2 nur die einzige Zahl 6; zu 6 — 3 gehoren zwei Zah-

len, némlich 2 und 4, und zu 6 — 6 gehoren die beiden Zahlen
3 und 5.

v g) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen
. § 127,
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Nehmen wir nun vorliufig einmal an, dass mindestens eine
Zahl a existirt, welche zu dem Exponenten 8 gehért, so sind die
8 Zahlen

1,a,a®...a"? 4)

nach dem Vorhergehenden simmtlich incongruent; da ferner
af = 1, 8o ist auch

(@")? = (@%)" =1 (mod. p),
d. h. die § Zahlen (4) sind Wurzeln der Congruenz

=1 (mod. p),

und da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus
eine Primzahl ist, so bilden sie auch die simmtlichen Wurzeln
dieser Congruenz vom Grade 8. Jede Zahl aber, welche zum Ex-
ponenten 0 gehdrt, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz
sein, und wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu
8 gehoren, unter den Zahlen (4) zu suchen. Wir fragen daher:
zu welchem Exponenten A gehort irgend eine dieser Zahlen, z. B.

a"? d. h. welches ist die kleinste positive Zahl A, fiir welche
(@) =a" =1 (mod. p)

ist? Offenbar muss 74 (da @ zum Exponenten 8 gehort) durch 8
theilbar sein; ist daher & der grosste gemeinschaftliche Divisor

von 7 und 9§, so muss & durch :— theilbar sein, und die kleinste

Zahl 1, welche diese Bedingung erfiillt, ist offenbar g, und
dann ist auch wirklich

(@) = (a®)° =1 (mod. p);

also ist -f— die Zahl, zu welcher a” gehort. Soll also a” zum Ex-

ponenten 0 gehoren, so muss & =— 1, also r relative Primzahl
gegen d sein; und umgekehrt, sobald dies der Fall, also e =1
ist, gehort auch o wirklich zum Exponenten 8. Wir erhalten so
das Resultat, dass unter den Zahlen (4) genau ebenso viele zu
dem Exponenten 8 gehoren, als es unter den Exponenten
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0,1,2... (38 —1)
relative Primzahlen zu d giebt; es giebt daher @ () solche Zahlen.

Da wir angenommen hatten, dass mindestens eine solche Zahl
a existirte, so konnen wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist
p eine Primzahl und & ein Divisor von p — 1, so ist die Anzahl
der incongruenten Zahlen, die zu d gehoren, entweder = 0, oder
= @(8). Um nun iiber diese Alternative zu entscheiden, betrach-
ten wir die Totalitit aller p — 1 nach dem Modul p incongruen-
ten und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben
in Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in die-
selbe oder in verschiedene Gruppen werfen, je nachdem sie zu
demselben Divisor 8 von p — 1 gehdren oder zu verschiedenen. .
Bezeichnen wir mit ¥ (0) die Anzahl der Individuen, welche in die
dem Divisor 0 entsprechende Gruppe gehdren, so muss, da jede
der p — 1 vertheilten Zahlen in eine, aber auch nur in eine
solche Gruppe gehort,

2¢(6)=p——1 M

sein, wo sich das Summenzeichen auf simmtliche Divisoren § von -

p — 1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass
¥ (0) entweder = 0, oder = ¢ (0)
ist. Da nun friiher bewiesen ist (§. 13), dass auch
Ze@® =p—1
ist, so folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass

% (0) niemals = 0, sondern stets = ¢ (9)

ist. Denn da jedes Glied ¥ (0) der erstern Summe dem entspre-
chenden der letztern hochstens gleich sein, aber niemals dasselbe
iibertreffen kann, so wiirde, sobald nur ein einziges Mal oder
ofter ¢ (0) = 0 wiire, die erstere Summe nothwendig kleiner aus-
fallen miissen, als die letztere, wihrend sie in der That einander
gleich sind. Wir haben so den wichtigen Satz gewonnen:

Die Anzahl der simmtlichen incongruenten Zahlen, welche zu
einem bestimmien Divisor & von p — 1 gehiren ist stets = ().

Es geniigt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen,
in welchem p = 7, um diesen Satz bestétigt zu sehen.
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§. 30.

Am interessantesten und folgenreichsten ist der in diesem Re-
sultat enthaltene specielle Fall, in welchem 6 =— p — 1 ist:

Es giebt stets o (p — 1) incongruente Zahlen g, welche zu dem
Exponenten p—1 gehiren, welche also die charakteristische Eigen-
schaft haben, dass die p — 1 Potenzen

1, 9,9 9°... g (@

sammtlich incongruent (mod. p) sind.

Da es iiberhaupt nur p —1 incongruente und durch p nicht
theilbare Zahlen ¢ giebt, so folgt, dass jede solche Zahl ¢ einer,
und natiirlich auch nur einer der Potenzen (G) congruent ist.
Jede solche Zahl g, welche zum Exponenten p — 1 gehort,
heisst eine primitive Wurzel der Primzahl p, und man kann daher
sagen: wenn g eine primitive Wurzel von p ist, und ¢ irgend eine
durch p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl y in der
Reihe 0, 1,2 ... p — 2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass

¢ = g” (mod. p)

~ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was

im Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theil-
baren Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die
Exponenten y die Indices der zugehorigen Zahlen ¢ in Bezug auf
die Basis g, und man schreibt z. B.

Ind. ¢ =y,

indem man die Basis g, so lange sie unverdndert bleibt, in der
Bezeichnung unterdriickt.

Nehmen wir z. B. p=13, so iiberzeugt man sich leicht, dass
2 eine primitive Wurzel ist; denn durch Potenziren erhilt man

2°=1, 2'=2, 2°=4, 2°=8, 2* =3, 2’ =5,
2°=12, 2" =11, 2* =9, 2° =5, 2°=10, 2" =1.

il

Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so er-
halten wir folgende Tabellen
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c|1]2(3[4|5]6|7|8|9]10]11]12

Indc|[O|1 |42 9[b[11[3|8]10] 7] 6

und

Indc |O|1|2|3|4|5 (6|7 |8]9]10]11
c|1[2 4836121195 |10 ] 7

deren erstere dazu dient, zu einer Zahl ¢ den Index zu finden,
wihrend die zweite den entgegengesetzten Zweck hat *),

Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grosste Analogie
mit der Construction von Logarithmentafeln, die ja auf dem &hn-
lichen Gedanken beruhen, alle positiven Zahlen alsPotenzen einer
einzigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in
der Zahlentheorie die Indices #hnliche Gesetze befolgen und fiir
praktische Zwecke ebenso brauchbar sind, wie die Logarithmen.
Zunichst leuchtet ein, dass zwei congruente Zahlen auch stets
denselben Index haben, in Zeichen: wenn a = b (mod. p), so ist
auch Ind. @ = Ind. b. Ist ferner ¢ = a b (mod. p), so ist Ind. ¢
= Ind. @ + Ind.  (mod. p — 1), oder kiirzer, es ist stets

Ind. (¢b) = Ind. ¢ 4 Ind. b (mod. p — 1).
Denn es ist ja

a = gd s (mod. p); b = g»d ¢ (mod. p),
also

ab = gnd o + nd- b (mod. p);
nun ist aber auch
ab = g™d @ (mod. p),
folglich
gmd @8 = gTad a + Ind. b (mod. p).

Da nun g eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponenten
8 = (p — 1) gehorende Zahl ist, so folgt aus § 28 die Richtig-
keit der zu beweisenden Congruenz nach dem Modul p —1. Neh-
men wir unser obiges Beispiel, in welchem p = 13, so ist z. B.

Ind. (7) = 11, Ind. (9) =8,

*) Im Canon Arithmeticus von Jacobs (1839) findet man solche Tabel-
len fiir alle dem ersten Tausend angehorenden Primzahlen.
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folglich '
Ind. (63) = 19 (mod. 12)
oder
Ind. (63) = 7.

In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) = 7. Man
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an-
gehort.

Natiirlich ldsst sich der vorstehende Satz auf ein Product
aus beliebig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen:

Ind. (abc---)=1Ind.a + Ind. b + Ind. ¢ 4 - - - (mod. p —1).

Nimmt man hierin alle Factoren einander congruent, so erhilt
man:

’ Ind. (") = » Ind. a (mod. p — 1),
wo % irgend eine positive ganze Zahl bedeutet.

Es liesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber-
gang von einem System von Indices zu einem andern, dessen
Basis eine andere der ¢ (p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz
ahnlichen Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Lo-
garithmensystem zu einem andern; wir beschrinken uns indessen
auf folgende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis g ge-
wihlt sein mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist im-
mer g° = 1. Ferner ist (den Fall p — 2 ausgenommen) der In-
dex von — 1 stets =} (p — 1); denn da nach §. 19

p—1 p—1
gp-l—1=( * —1(g* +1)=0 (modyp)
ist, 8o muss mindestens eine der beiden Zahlen

p—1 p—1

97 —1, 97 +1
durch p theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, denn sonst
wire
p—1

g ¢ =1 (mod. p),
was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass g zum Ex-
ponenten p — 1 gehort; es ist daher stets

p—1

g ? =—1(mod p)
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und folglich
Ind. (— 1) = 1’_;_1.

Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1, 2. .. (p — 2), ebenso gut aus
jedem andern vollstindigen System incongruenter Zahlen in Be-
zug auf den Modul p — 1 wihlen kann; die so eben bewiesenen
Fundamentalsitze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung.

Man kann nun die Indices benutzen, um eine Congruenz
ersten Grades

az = b (mod. p),

die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtig-
keit aufzulosen; denn es muss offenbar
Ind. # = Ind. b — Ind. a (mod. p — 1)
sein. , Ist also z. B. die Congruenz
5z = 6 (mod. 13)

zu 16sen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2
zur Basis des Indexsystemes wihlt, .

Ind 2=1Ind. 6 — Ind. 5=5 — 9 = 8 (mod. 12)
und folglich
z =9 (mod. 13)

finden.

Diese Methode, Congruenzen ersten Grades aufzulosen, scheint
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige
Congruenz ersten Grades

az = b (mod. k),
deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen
sind. Wir konnen uns hierbei auf den Fall beschrinken, in wel-
chem a relative Primzahl gegen % ist. Man lose nun zuerst die
Congruenz

az = b (mod. p),
wo p irgend eine in k¥ = pk' aufgehende Primzahl ist, nach der
neuen Methode, so erhilt man ein Resultat von der Form
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= a (mod. p) oder z = a + p2’,

wo 2’ eine beliebige ganze Zahl ist; substituirt man diesen Ausdruck
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an:

pax' = b — aa (mod. k).

Da nun b — a« durch p theilbar, also von der Form b'p ist, so
stimmen simmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit
den simmtlichen Wurzeln der Congruenz

az' = b' (mod. k')

fiberein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem
man diese Congruenz zunichst nur in Bezug auf eine in %' auf-
gehende Primzahl p’ 16st, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur
noch von der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch suc-
cessive Substitution zu der der urspriinglichen iiberzugehen.

8. 31.

Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie
die Theorie der binomischen Congruenzen fir einen Primzahl-
Modulus p zu stiitzen; nach einer frithern Bemerkung kann man
einer jeden solchen binomischen Congruenz die Form

z" = D (mod. p) (0))

geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten
= 1 ist; da ferner der Fall, in welchem D = 0 (mod. p) und
folglich auch # = 0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen
wir denselben aus. :

Bezeichnen wir nun zur Abkiirzung die Indices von .D und z
resp. mit ¥ und £ (wenn irgend eine primitive Wurzel g von p zur
Basis genommen ist), so reducirt sich die Auflésung der Con-
gruenz (1) auf die Bestimmung aller Wurzeln ¢ der Congruenz
ersten Grades '

nE =y (mod. p — 1); 2)

denn offenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser beiden
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der
andern.
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Es sei jetzt 0 der grosste gemeinschaftliche Divisor der Zah-
len p — 1 und », so ist (§. 22) die Congruenz (2) nur dann mog-
lich, wenn die Bedingung

y = 0 (mod. d) 3)
erfiillt ist, und dann hat sie  nach dem Modul p — 1 incon-
gruente Wurzeln £ Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz:

Ist 0 der grosste gemeinschaftliche Divisor des Grades n der
Congruenz (1) und der Zahl p — 1, so ist diese Congruenz nur
dann moglich, wenn die Bedingung

Ind. D = 0 (mod. ) (€9)

erfiullt ist, und dann besitet sie & nach dem Modul p incongruente
Wurzeln x.
Liegt z. B. die Congruenz

28 = 3 (mod. 13)

vor, 8o ist 0 = 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als
Basis fiir die Indices, so ist Ind. 3 = 4, also ist die Bedingung (4)
erfiillt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con-
gruenz ersten Grades

8¢ = 4 (mod. 12) oder 2£ = 1 (mod. 3),
und erhalten hieraus

£ = 2 (mod. 3)
oder
= 2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12),

folglich, indem wir zu diesen Indices ¢ die zugehorigen Zahlen
suchen,
z = 4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13).

Da die Moglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl
der primitiven Wurzel g, auf welche sich die Indices y und § be-
ziehen, nothwendig unabhingig sein muss, so wird das Kriterium,
dass der Index y einer Zahl 1) durch einen Divisor é der Zahl
p — 1 theilbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices
unabhéngige Form gebracht werden konnen. Dies bestitigt sich
auf folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g
der Index y der Zahl D durch den Divisor § von p —1 theilbar,
also von der Form 44 ist, so haben wir die Congruenz
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D = g* (mod. p);

0

erhebt man dieselbe zur (p 1)ten Potenz, so ergiebt sich

p—1

D § =gro—V = | (mod. p);
und umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung

p—1
D & =1 (mod. p)

geniigt, muss der in Bezug auf eine beliebige Basis g genommen®
Index y der Zahl D durch & theilbar sein; denn es sei

D = g7 (mod. p),
so folgt hieraus
ey
g =1 (mod. p),
und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten

p—1 gehorende Zahl ist, so muss y -2 ; ! durch p—1, und

folglich der Index y durch & theilbar sein.

Nachdem das urspriingliche Kriterium so umgeformt ist, kon-
nen wir unsern Satz in folgender Weise unabhingig von der
Theorie der Indices aussprechen:

Ist & der grisste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen n und
p—1, so hat die Congruenz

z* = D (mod. p), (1)
genawu 0 incongruente Wurzeln, oder gar keine, je nachdem die Zahl
D der Bedingung

p—1
D 7 =1 (mod. p) )
gentigt oder nicht gendigt.

Den speciellen Fall, in welchem d =# und D=1 ist, haben
wir schon friiher (§ 27) auf anderm Wege bewiesen; es wiirde
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den
allgemeinen Satz abzuleiten, obhne die Theorie der Indices zu
Hiilfe zu rufen; doch iiberlassen wir der Kiirze halber diese
Untersuchung dem Leser.

Wir konnen nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der
Grad » derCongruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente
Zahlen D existiren, fiir welche die Congruenz (1) méglich ist?
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Hierauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese
Zahlen D sind ja die sammtlichen Wurzeln der binomischen Con-

gruenz
p—1
z 0 =1 (mod. p);

der grosste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten p ; 1 und

L)
und da das Kriterium fiir die Moglichkeit offenbar erfiillt ist, so
ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen D, fiir welche die

Congruenz (1) mdglich ist, genau = p—E—l . Man nennt solche

der Zahl p — 1 ist in diesem Fall der Exponent £ — 1 selbst,

Zabhlen D, welche einer nten Potenz einer Zahl congruent sind,
kurz nte Potenzreste, und wir konnen daher sagen: die An-
p —_—

[}
meinschaftlichen Divisor der Zahlen # und p — 1 bezeichnet.
Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten Zah-
len zur nten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn n —
2, 8, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cubi-
sche, biquadratische Reste. Mit der Theorie der erstern, welche
fiir sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir
uns nun im Folgenden ausfiihrlich beschéftigen.

zahl aller nten Potenzreste ist —

l, wo 0 den gréssten ge-
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Von den quadratischen Resten.

§. 32.

Wir betrachten im Folgenden ausfiihrlich die Theorie der
Congruenzen von der Form

z2? = D (mod. %), 1)

in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul &
voraussetzen. Es wiirde sich leicht zeigen lassen, dass jede be-
liebige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zuriickgefiihrt
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft
nun die Congruenz (1) moglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat,
heisst die Zahl D quadratischer Rest der Zahl k; im entgegen-
gesetzten Fall heisst D quadratischer Nichtrest der Zahl k. Man
ldsst auch hiufig, wenn kein Missverstindniss zu befiirchten ist,
das Beiwort ,quadratisch“ fort und nennt kurz die Zahl D Rest
oder Nichtrest von k, je nachdem die Congruenz (1) moglich ist
oder nicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwei nach dem
Modul % congruente Zahlen entweder beide Reste von %, oder
beide Nichtreste von % sind; d. h. alle in einer und derselben
Classe enthaltenen Zahlen haben denselben Charakter; je nachdem
eine von ihnen Rest oder Nichtrest des Modul % ist, sind sie alle
Reste oder alle Nichtreste von #.

Die Theorie der quadratischen Reste zerfillt nun in zwei
Haupttheile; man kann nimlich einmal die Frage aufwerfen:
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Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die sdmmi-
lichen incongruenten quadratischen Reste von k2 wund wie viele
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz 2

Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der fol-
genden zweiten Hauptfrage:

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln
k, fir welche die Congruenz (1) moglich ist, d. h. welches sind die
Zahlen &, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Rest ist 2

§ 33.

Wir beschiiftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be-
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Fall, mit dem niim-
lich, wo der Modul eine ungerade Primzahl p ist (der Fall p—=2
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede unge-
rade Zahl = 12, also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhal-
ten wir die vollstindige Antwort sogleich durch die vorhergehende
Theorie der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserm Fall ist
namlich » =2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p —1
gerade ist, so ist 0 — 2 der grosste gemeinschaftliche Divisor
von 7 und p — 1; die Congruenz

z? = D (mod. p)
ist daher stets und nur dann méglich, wenn

p—1
D 3
und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt
1(p—1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller in-
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen-gleich p — 1
ist, auch ; (p—1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat’-
schen Satze

= 1 (mod. p),

-1 p—1

»
Dr—=1—1=D ? —1)D * +1)=0 (mod. p)
ist, so folgt, dass ’

— 1

D ? = —1 (mod. p)

sein muss, 80 oft D ein Nichtrest von p ist. Je nachdem also

s
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p—1

D ? = 41 oder = — 1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest
von p. Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder -
Nichtrest von p zu sein, ihren Charakter, so ist derselbe also durch
dieses Kriterium vollstindig bestimmt.

Es ldsst sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste — } (p—1)
ist. Quadrirt man némlich die } (»p — 1) Zahlen

—1
1, 2, 3 ... 1’—2_,
so sind die Quadrate simmtlich incongruent; denn sind » und s
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Qua-
drate '

r? — s? = (rv-l- s) (r—s)

nicht theilbar durch p, da die Factoren » 4 s und » — s kleiner
als psind. Diese } (p — 1) Quadrate geben also wirklich { (p —1)
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate
der folgenden Zahlen

1 3
1’__21___,1_’._'!'2._ oo —1)

dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein
(p —1r)?2=p? — 2rp + r2 = r? (mod. p).

Also ist } (p—1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg-
lich auch die der quadratischen Nichtreste.

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Facto-
ren gegeben sind. Beschrinken wir uns zunichst auf zwei Fac-
toren, so sind folgende drei Fille zu unterscheiden.

I. Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn
sind @ und a’ Reste, s0 giebt es Zahlen z, 2’ von der Beschaffen-
heit, dass

 a=a? (mod. p), a' = z'? (mod. p);

Dirichlet, Zahlentheorie. X [
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hieraus folgt aber

aa’ = (z2')* (mod. p),
d. h. aa' ist Rest von p.

II. Das Product aus einem Rest und einem Nichtrest ist
ein Nichtrest. Denn wenn wir ein vollstindiges System incon-
gruenter und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfillt
dasselbe in zwei Gruppen, deren eine }(p—1)Reste — wir wollen
sie allgemein mit « bezeichnen — und deren zweite 3 (p — 1) Nicht-
reste B enthdlt. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen « und 8
mit einem Reste a, so bilden die Producte ae und a g wieder ein
vollstiindiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zah-
len, welches also wieder 3 (p — 1) Reste und 3 (p — 1) Nichtreste
enthélt. In der That sind nun (nach I) die Producte ae simmt-
lich wieder Reste; es miissen daher die andern (p—1) Producte
af simmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem
Rest a und jedem Nichtrest § ein Nichtrest.

III. Das Product aus zwei Nichiresten ist ein Rest. Denn
bildet man wieder das System der Reste & und Nichtreste 8, und
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste b, so sind die Pro-
ducte ba (nach II) sdmmtlich Nichtreste; folglich miissen die
iibrigen } (p — 1) Producte 8 sammtlich Reste sein.

Man kann diese wichtigen Sitze offenbar in den folgenden
einen zusammenfassen :

Ein Product aus beliebig vielen dwrch die Primzahl p nicht
theilbaren Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je wachdem die
Anzahl der Nichtreste, welche sich unter den Factoren finden, ge-
rade oder ungerade 1st.

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf-
gestellten Kriterium fiir den Charakter einer Zahl; denn da

p—1 p—1 p—1 p—1

(abc---)T=a 7} 2 ¢ 2

80 wird
p—1

(abe---) T =4 1 oder = — 1 (mod. p)

p—1 p—1 p—1

sein, je nachdem die Anzahl der Factorena 2 ,5 % ,¢ 2 ...
welche = — 1 sind, eine gerade oder ungerade ist.
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Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdriicken,
wenn man sich eines von Legendre in die Zahlentheorie ein-
gefiilhrten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Unter-
suchungen eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet nim-

lich durch das Symbol <%"> die positive oder negative Einheit,

je nachdem die durch die Primzahl p nicht theilbare Zahl m qua-
dratischer Rest oder Nichtrest von p ist; es ist daher stets

B)G)=+r i 7= ) ot

Den Satz iiber den Charakter eines Productes kann man dann
offenbar durch die folgende Gleichung ausdriicken:

E5)=G GG

Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m = » (mod. p), auch

) =G

sein wird.

§. 34.

Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenen
Satze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie,
wie der der binomischen Congruenzen, erscheinen, sich aus den
ersten Principien auf einem ganz elementaren Wege ableiten las-
sen, der zugleich einen neuen Beweis des Wilson’schen und
Fermat'schen Satzes liefern wird.

Es sei D irgend eine durch die Primzahl p nicht theilbare
Zahl, und r irgend eine der Zahlen

1, 2,83 ... (p—1); 1)
dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s
von der Beschaffenheit, dass

rs = D (mod. p)
6.
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ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten
Grades rz=D (mod. p); je zwei solche Zahlen r und s der Reihe
(1), deren Product = D ist, wollen wir zusammengehorige Zahlen
nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere
ebenfalls bestimmt. Identisch konnen diese beiden Zahlen nur
dann werden, wenn die Congruenz

2?2 = D (mod. p) 2)

moglich ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei
Fille ein.

Erstens: Die Congruenz (2) ist unmoglich. — Dann sind also
je zwei zusammengehorige Zahlen von einander verschieden, und
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge-
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die sammtlichen p — 1
Zahlen (1) in } (p — 1) solche Paare zusammengehdriger Zahlen,
und folglich ist ihr Product

p—1

1.2.3...@—1)§D2 (mod. p). 3)

Zweitens: Die Congruenz (2) ist moglich. — Dann existirt also
auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl ¢ von der Beschaffen-
heit, dass @2 = D; sehen wir zu, ob ausser ¢ in der Reihe (1)
noch eine solche Zahl ¢ existirt; dann muss 62 = g2, folglich
(6 — @) (6 + @) durch p theilbar sein; da wir 6 verschieden von
- @ voraussetzen, so ist 6 — g nicht theilbar durch p, folglich muss
6 4 ¢ theilbar durch p, also 6 = p — ¢ sein; und in der That
ist wirklich (p — ¢)2 = D. Trennen wir nun diese beiden Zah-
len ¢ und 6 = p — ¢, deren Product 96 = — o2 = — D ist,
von den iibrigen der Reihe (1), so zerfallen die letzternin } (p — 3)
Paare zusammengehoriger Zahlen von der Beschaffenheit, dass
jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Demnach ist
in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1):

o —

1~2-3---(p—1)r—:—D?l(mod.p). 4)

Nun giebt es aber einen Fall, in welchem die Congruenz (2)
stets moglich ist, ndmlich den, in welchem D =— 1 = 12; wir er-
halten daher zunichst aus (4) den Satz von Wilson:

1:2.3 --- (p— 1)=—1 (mod. p), )
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und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er-
halten wir das Resultat, dass
p—1
D ? =41 oder = — 1 (mod. p)
ist, je nachdem die Congruenz (2) maglich oder nicht moglich ist.
Da endlich ein dritter Fall nicht existiren kann, so erhalten wir
allgemein

DP—I = (D N )" & 12= + 1 (mod. p),
also den Satz von Fermat.

Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis
zu denselben Sitzen in der Theorie der quadratischen Reste ge-
~ langt, welche vorher aus der allgemeinern Theorie der bmoml-
schen Congruenzen abgeleitet waren.

§. 35.

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel-
chem der,Modul % der quadratischen Congruenz

2? = D (mod. k)
die Potenz einer Primzahl p ist; dabei miissen wir den Fall, in
welchem p — 2, gesondert von den iibrigen behandeln, in wel-
chen p eine ungerade Primzahl ist.

Ist zunichst p eine ungerade Primzahl) und £ = p™, wo =
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die
Congruenz

23 = D (mod.p™) (1)
sei moglich, so iiberzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen
2wes incongruente Wurzeln hat; denn ist ¢ eine Wurzel, und z
irgend eine, 50 muss

x’—a?-(x—a)(a:-l—a)_O(modp )
sein; von den beiden Factoren £ — &« und z 4 « ist aber nur
einer durch p theilbar; denn wiren beide durch p theilbar, sof
wire auch ihre Differenz 2«, und folglich auch & durch p thei

bar, was nicht der Fall ist, da wir D als nicht theilbar durch p~
vorausgesetzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative
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Primzahl gegen p” ist, so muss der andere fiir sich allein durch
p” theilbar sein. Es ist daher entweder

z = « (mod. p™), oder z = — « (mod. p™);
also hat die Congruenz (1) entweder gar keine Wurzel, oder sie
hat zwei incongruente Wurzeln ¢ und — a.
Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das

Andere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel ¢ der Congruenz
(1) auch eine Wurzel der Congruenz

z? = D (mod. p) 2)
ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann méglich ist,
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob
auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus
die Moglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen,
brauchen wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2)
eine Wurzel « besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hier-
aus sich eine Wurzel der Congruenz (1) ableiten lasst, welche
= « (mod. p) ist; und da Aehnliches von jeder Congruenz z2? =D
(mod. k) gilt, wo D stets dieselbe Zahl, % aber irgend eine Potenz
der Primzahl p ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer
Wurzel o der Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz

#? = D (mod. p™ * 1) (3)
ableiten lisst, welche = o« (mod. p™) ist. Es sei daher
e?= D (mod. p™) oder «?— D = hp”,
8o setzen wir
¢ =a+p"y,
woraus
&' —D=hp" + 2ap™y + p*"y’ = p™ (h + 2ay) (wod. p™ * )

folgt; damit nun #? = D (mod. p” * ) werde, braucht y nur so
bestimmt zu werden, dass

2a¢y = — h (mod. p)

werde; da nun D, folglich auch ¢ und also, da p ungerade ist,
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lisst sich y
stets so wihlen, dass es dieser Congruenz ersten Grades geniigt.
Wir sehen also, dass aus der Moglichkeit der Congruenz (1) auch



Quadratische Reste. 87

stets die Moglichkeit der Congruenz (3) folgt; durch dieselbe wie-
derholt angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass
aus der Moglichkeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz
(1) folgt, und wir haben auch eine Methode gefunden, um aus
einer Wurzel der Congruenz 2 = D fiir den Modul p successive
eine Wurzel derselben Congruenz fiir die Moduln p2, p®... p™
zu gewinnen. Wir haben mithin folgendes Resultat:

Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch p nicht theil-
bare Zahl, so ist fir die Moglichkeit der Congruenzs

z3= D (mod. p™)
erforderlich und hinreichend, dass

(B

d. h. dass D quadratischer Rest von p sei; sobald diese Bedingung
erfiillt ist, besitat die vorgelegte Congruenz zwei incongruente Wur-
zeln o und — o, welche gefunden werden konnen, sobald man eine
Wurzel der Congruens

2? = D (mod. p)
gefunden hat.

§. 36.

Wir gehen nun zu dem besondern Fall iiber, in welchem der
Modul % eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zunichst die Con-
gruenz

z? = D (mod. 4),
so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann méglich
ist, wenn '
D =1 (mod. 4)
ist. Denn ist die Congruenz moglich, so ist x jedenfalls ungerade,
und das Quadrat von x=2n 41 ist 4%2 4 4%+ 1 =1 (mod. 4);
umgekehrt, ist D = 1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar
die beiden incongruenten Wurzeln z = 1 und 2=~ 1 (mod. 4).
Gehen wir nun zu der Congruenz

z? = D (mod. 8)
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iiber, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl
4n + 1 gleich 16#2 + 8% 4+ 1 = 1 (mod. 8) ist, dass diese Con-
gruenz nur dann moglich ist, wenn

D =1 (mod. 8)

ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfiillt ist, hat die
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln z = 1, x = 3, x =5,
z=T.

Betrachten wir jetzt die Congruenz
23 = D (mod. 27),

wo z == 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann moglich sein,
wenn die Congruenz

2? = D (mod. 8)
moglich ist; es ist daher erforderlich, dass
D =1 (mod. 8)

gei. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung
auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets 4 incongruente
Wurzeln hat. Nehmen wir ndmlich an, dies sei fiir den Modul
2 ™ schon bewiesen, so konnen wir zeigen, dass Dasselbe auch fiir
den Modul 27 *! gilt. Es sei namlich « eine Wurzel der Con-

gruenz
z? = D (mod. 27)
also
a? — D=h- 27,
8o setzen wir
r=oa+ 27" . y;
dann wird ‘
23 —D=h-2" 4 2" .ay + 227 "2 y3,
Danunz = 3,80 ist 22 — 2 = x + 1, folglich
22— D=2"(h 4+ ay) (mod. 2™ + 1),

Damit also 23 — D durch 27 *! theilbar werde, braucht man
nur y 8o zu wihlen, dass

ay = — h (mod. 2)
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werde. Dies ist aber stets moglich, da « eine ungerade Zahl ist;
also folgt aus der Moglichkeit der Congruenz

z? = D (mod. 27),
wo m = 3 ist, stets die Moglichkeit der Congruenz
z? = D (mod. 2" 1),
Wir schliessen hieraus zunichst das folgende Resultat:
Damit die Congruenz '
2?2 =D (mod. 27),
in welcher # = 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hinrei-
chend, dass
D =1 (mod. 8)
set.
Ist nun o eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche

kann immer nach der obigen Methode gefunden werden —, so
muss, wenn z irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet,

2?—a?= (2 — a) (z + «) = 0 (mod. 27)
sein. Da ferner « sowohl wie x ungerade Zahlen sein miissen, 8o
sind die beiden Factoren 2 — « und # + « gerade Zahlen, und
dann muss
r—e z + e
2 2

sein. Da nun die Differenz der beiden Factoren } (z— &) und  (z + )
eine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und
der andere folglich theilbar durch 2” —? sein. Dies giebt fol-
gende Fille:

z = e (mod. 2" ") oder £ = — @ (mod. 2% 1)
und diese liefern wieder folgende vier Fille:
a+ 277! (mod. 27);

r=—a(mod 27); r=—a— 2" (mod. 27).
Und umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier

in Bezug auf den Modul 27 incongruenten Zahlen der Congruenz
geniigt.

=0 (mod. 2™ ~?%)

z = e (mod. 2%); =z
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Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu-
sammen :
Die Congruenz
z? = D (mod. 27)

ist 1) stets moglich, wenn m = 1, und hat dann eine Wurzel;
2) sie ist, wenn m = 2, stets und nur dann moglich, wenn D = 1
(mod. 4), und sie hat dann zwes Wurzeln; 3) sie ist, wenn m = 3,
stets und nur dann miglich, wenn D = 1 (mod. 8) ist, und zwar
hat sie dann vier Wurazeln,

§. 37.

Es ist jetzt leicht, die Moglichkeit und die Anzahl der Wur-
zeln der Congruenz z2 = D fiir einen beliebigen Modulus zu beur-
theilen, der relative Primzahl zu D ist. Wir fiihren diese Unter-
suchung ganz allgemein in folgender Weise.

Es seien q, b, ¢ . . . relative Primzahlen zu einander, und

f(@) =0 (mod. abe...) 1)

eine beliebige zur Auflosung vorgelegte Congruenz, so lisst die-
selbe sich stets auf die vollstindige Auflésung der Congruenzen

f(x) = 0 (mod. a)

f (@) = 0 (mod. 2) )
f(x) = 0 (mod. ¢)
ws W

zuriickfilhren. Zunichst leuchtet ein, dass jede Wurzel 2 der Con-
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) geniigen muss; es wird
daher die Congruenz (1) unmoglich sein, wenn dies mit irgend
einer der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist o irgend
eine Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. a), ebenso § irgend
eine Wurzel der Congruenz f(z) = 0 (mod. b), ¥ eine Wurzel der
Congruenz f(zr) = 0 (mod. ¢) u. s. w,, 80 bestimme man (nach
§. 25) eine Zahl z durch das System von Congruenzen

= « (mod. a)
z = f (mod. b) 3)
z =y (mod. ¢)

W 8 W,
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8o wird

f@ = f(a) = 0 (mod. a)
7@ =7(8) = 0 (mod. b)
f (@) =f(y) = 0 (mod. ¢)

u. 8. W.

und folglich, da a, b, ¢ . . , relative Primzahlen zu einander sind,
auch

f(x) =0 (mod. abe.. ),

d. h. jede dem System (3) geniigende Zahl 2 ist eine Wurzel der
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3)
unendlich viele Zahlen « geniigen, welche aber alle nach dem Mo-
dul abc ... einander congruent sind, so liefert das System (3)
eine und nur eine Wurzel 2 der Congruenz (1). Ist nun

A die Anzahl aller incongruenten Wurzeln « (mod. a)

Bn  n on » n B (mod.b)
V oy " n » P Y (mod. C)
u, 8. W,

80 kann man im Ganzen Agwv ... verschiedene Systeme (3) bil-
den, welchen (nach §. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln z der
Congruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letz-
tere nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede be-
stimmte Wurzel 2 der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruen-
zen (2) und folglich einem bestimmten & (mod. @), einem bestimm-
ten B (mod. ), einem bestimmten y (mod. ¢) u. s. f. congruent
sein muss. Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul abec . ..
incongruenten Wurzeln der vorgelegten Congruenz — Auv ...

Mit Hiilfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande
zu beurtheilen, ob die Congruenz

z%* = D (mod. k),

in welcher D und % relative Primzahlen sind, méglich, und wie
gross die Anzahl ¢ ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p
jede beliebige in dem Modul % (also nicht in D) aufgehende un-
gerade Primzahl, so ist erforderlich, dass

@)=+
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sei; ist diese Bedingung erfiillt, so hat die Congruenz z? =
in Bezug auf jeden Modulus von der Form p™ genau zwei inc
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul & ungerade, und p die
zahl der von einander verschiedenen in % aufgehenden Prim:
len p, so ist

6 = 2M4,

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus % das Doppelté e
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz 22 = D (mod. 2)
stets eine und nur eine Wurzel.

Ist aber k& das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist au
den friiheren p Bedingungen (%) = 4 1 noch erforderlich, ¢

D =1 (mod. 4) sei; da alsdann die Congruenz z? = D (moc
zwei Wurzeln besitzt, so ist

6 = 2471,

Ist endlich k = 0 (mod. 8), so ist ausser den friiheren g
dingungen <£> = + 1 noch erforderlich, dass D = 1 (moc
sei; da dannpdie Congruenz z2 = D (mod. 27), wo = = 3, ;
vier Wurzeln hat, so ist in diesem Fall

6 =24%2

§. 38.

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine
allgemeinerung des Wilson’schen Satzes (§. 27) machen. Se
wir D = 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz

z? =1 (mod. k)

fir jeden Modul £ mdglich ist; die Anzahl ¢ ihrer Wurzel
— 1, wenn k = 1 oder k = 2; sie ist == 2, wenn % eine Pc
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen P¢
oder — 4 ist; in allen iibrigen Fillen ist ¢ durch 4 the
Schliessen wir die Fille ¥ = 1 und & = 2 aus, so zerfalle:




Quadratische Reste. 93

6 Wurzeln in } ¢ Paare von Wurzeln ¢ und — ¢ ; denn mit ¢ ist
gleichzeitig auch — ¢ eine Wurzel, und da ¢ relative Primzahl zu
k, und folglich 2 ¢ nicht = 0 (mod. k) sein kann, so sind je
zwei solche Wurzeln ¢ und — ¢ auch incongruent. Das Product
0 X (— @) = — o ? zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg-
lich ist das Product aller 6 Wurzeln = 4 1 oder — 1, je nach-
dem 6 durch 4 theilbar ist oder nicht.

Unter den ¢(k) Zahlen z, welche nicht grosser als & und re-
lative Primzahlen zu % sind, finden sich zunichst die ¢ Wurzeln
der Congruenz (1); die iibrigen (k) — 6 dieser Zahlen 2z (wenn
noch solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei
solchen Zahlen ~ und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn
zu jeder Zahl r gehort (nach §. 22) eine solche Zahl s und nur
eine, und ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst r2? = 1,
und folglich » eine der 6 Wurzeln der Congruenz (1) wiare. Mit-
hin ist auch das Product aller dieser @(k) — ¢ Zahlen = 1.

Multiplicirt man daher alle @(k) Zahlen # mit einander, so
wird das Product = — 1, wenn k¥ Potenz einer ungeraden Prim-
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder — 4 ist, in
allen iibrigen Féllen aber = +4 1. (In den beiden ausgeschlos-
senen Fillen k. — 1 und ¥ = 2 ist ¢ (¥) = 1, und die einzige
Zahl z = 4 1.) Dies ist der verallgemeinerte Wilson’sche Satz.

§. 39.

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der
beiden in §. 32 aufgeworfenen Fragen ihre vollstindige Beant-
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un-
gleich interessanteren, aber auch schwierigern Aufgabe:

Alle Moduln k au finden, von welchen eine gegebene Zahl D
quadratischer Rest ist.

Bevor wir zu der LOsung derselben iibergehen, wollen wir
erwihnen, dass man hdufig, namentlich in den #lteren Schriften,
eine andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln %, fiir welche
eine Congruenz f(z) = 0 (mod. k) moglich ist, nennt man auch
Divisoren der Form f (x), weil es Zahlen x giebt, fiir welche £ (z)
durch einen solchen Modul % theilbar wird; die von uns gesuch-

.ten Zahlen % sind daher die Divisoren der Form z2? — D; sie

stimmen vollstindig iiberein mit den Divisoren der Form ¢2— Du?,
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in welcher ¢, 4 zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber
Jjmmer relative Primzahlen zu einander sein miissen. Dass wirk-
lich jeder Divisor der Form 22— D auch ein Divisor der Form
t2— Du? ist, leuchtet unmittelbar ein, da die letztere in die er-
stere iibergeht, wenn man f{ — 2, w — 1 setzt. Umgekehrt, ist
k Divisor der Form ¢2 — Du? so ist 4 jedenfalls relative Prim-
zahl zu % (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in £ und
u auf, so miisste sie auch in ¢2 und folglich auch in ¢ aufgehen,
gegen die Voraussetzung, dass f, u relative Primzahlen sind), und
man kann folglich eine Zahl x finden, welche der Congruenz
uz =t (mod. k) geniigt; da nun ¢? — Du? = 0 (mod. k), so ist
auch 42 (22 — D) = 0 (mod. %) und folglich, da u? relative Prim-
zahl zu k ist, auch 22 — D = 0 (mod. k), d. h. jeder Divisor %
der Form £2 — Du?, in welcher ¢ und u relative Primzahlen zu
einander sind, ist auch Divisor der Form 22 — D.

Das allgemeine Problem wird daher hiufig -auch so ausge-
driickt: es sollen alle Divisoren der Form #2— Du? gefunden
werden, in welcher D eine gegebene, ¢ und « dagegen zwei unbe-
stimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu ein-
ander sind.

Wir beschréinken uns auch hier auf solche (immer mit posi-
tivem Vorzeichen genommene) Moduln %, die relative Primzahlen
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen
die Moglichkeit der Congruenz 22 = D (mod. k) nur von der Be-
schaffenheit der in % aufgehenden Primzahlen abhingt und fiir
einen Modul von der Form 2” immer leicht beurtheilt werden
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in D nicht auf-
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §.33) der quadratische
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus p
nur von den in D enthaltenen Factoren abhingt, so werden wir
in letzter Instanz auf folgendes Problem gefiihrt :

Alle ungeraden Primzahlen p zu finden, fiir welche irgend eine
der drei Congruencen

z2?=—1, 2= 2, z? = q (mod. p)

méglich ist, wo q irgend eime gegebeme positive ungerade Primzahl
bedeutet.
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§. 40.

Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, fiir welche die
Congruenz

2? = — 1 (mod. p)

moglich ist, bietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da (nach
§. 33) allgemein

D) p—1

—)= D7 (mod.
G (mod. p)
ist, so erhilt man speciell

—1

p

—1 p—1
( P ) ==b
In Worten lautet dieser wichtige Satz folgendermaassen:
Die Zahl — 1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von der
Form 4% 4+ 1, dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen
von der Form 4n + 3.
Dasselbe Resultat erhilt man auch auf folgendem Wege. Ist

die Congruenz 22 = — 1 (mod. p) moglich, und 2 eine Wurzel
derselben, so folgt hieraus durch Potenzirung

) = (= )" (mod. p)

und folglich auch

p—1
2" 1= (—1) ¢ (mod. p) .
p—
und hieraus (nach dem Fermat’schen Satze § 19) (—1) ? =1
also p = 4n + 1; d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Nichtrest
von allen Primzahlen von der Form 4n 4 3. Ist umgekehrt p
von der Form 4# + 1, so ist z—1 — 1 algebraisch theilbar durch

x4 — 1, also auch durch 22 4 1; es ist folglich

ze=1 —1 = (z? 4 1) ¢ (2),
wo ¥ (z) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun
(nach dem Fermat’schen Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei-
chung fiir p—1 incongruente Werthe von z congruent Null wird,
80 wird (nach §. 26) auch #? 4 1 fiir zwei incongruente Werthe
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von z congruent Null*), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer
Rest von allen Primzahlen von der Form 4% 4 1. Der Satz ist
also von Neuem bewiesen.

§. 41.

Wir gehen nun zu der Losung der zweiten Aufgabe iiber,
welche sich auf die Congruenz

z2? = 2 (mod. p)

bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes,
zuerst von Lagrange bewiesenes, Resultat gefunden:

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von einer
der beiden I'ormen 8n + 1 oder 8n + 7, dagegen Nichirest aller
Primzahlen von einer der beiden Formen 8n + 3 oder 8 n + 5.

Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass nim-
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8 n + 3 ist.
Offenbar ist derselbe fiir p = 3 richtig, denn nur die Zahl 1 ist
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wire nicht allgemein giiltig, so
miisste es doch eine kleinste Primzahl p von der Form 8# 4 3
geben, fiir welche er unrichtig wiirde, fir welche also die Con-

gruenz
22 = 2 (mod. p)

moglich wiirde. Hierin kann man immer die Wurzel z kleiner
als p und ungerade voraussetzen, denn wenn z gerade ist, 8o ist
die andere Wurzel ' = p — z ungerade. Wir konnen daher

z? — 2 = pf

setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner z? von der
Form 8% 4 1, also pf von der Form 8 # — 1, und folglich # von
der Form 8# F 3 ist, so hat die Zahl f mindestens einen Prim-
factor p’ von einer der Formen 8 n 4 3 oder 8 » — 3; denn ein
Product aus lauter Factoren von der Form 8 » 4 1 wiirde wieder

*) Man findet auch leicht mit Hilfe des Wilson’schen Satzes (§. 27), dass
diese Wurzeln = £ 1.2.3 ... § (p—1) sind.
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dieselbe Form 8 » + 1 haben. Fiir diese Primzahl p’, die jeden-
falls <<p ist, wiirde dann ebenfalls * = 2 (mod. p’) sein; allein
dies streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die klemste in der
Form 87+ 3 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2
quadratischer Rest ist. Mithin ist diese Voraussetzung iiberhaupt
unzulissig, und es folgt, dass stets

G):—list,wennp:Bn-l_-&

Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadra-
tischer Rest aller Primzahlen p von der Form 8% 4 7 ist; da
nun (nach §. 40) —1 quadratlscher Nichtrest aller dieser Prim-
zahlen ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 eben-
falls Nichtrest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir
uns die allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest
von allen in den beiden Formen 8% +4 5, 8 n 4 7 enthaltenen
Primzahlen ist, obgleich dies fiir die Primzahlen der Form 8% + 5
von welchen (nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im
Vorhergehenden geschehen ist. Zunichst bemerken wir wieder,
dass der Satz fiir die kleinste in einer dieser Formen enthaltene
Primzahl 5 in der That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht all-
gemein giiltig ist, so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende
Primzahl, so dass also eine Zahl z existirt, fiir welche

z? 4+ 2 = 0 (mod. p)

ist; auch hier kénnen wir wieder annehmen, dass z kleiner als
p und ungerade ist, so dass, wenn wir

z? + 2=pf

setzen, die Zahl £ positiv, ungerade und kleiner als p ausfillt. Da fer-
ner z® 4 2 = 3 (mod. 8) und p=>5 oder = 7 (mod. 8) ist, 50 muss
f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da ein Product
aus lauter Factoren von den Formen 8% 4 1, oder 8 + 3 stets
wieder eine dieser Formen, niemals eine der Formen 8 » 4 5 oder
8#n 4 7hat, so muss die Zahl £ mindestens einen Primfactor p’ von
einer derFormen 8% + 7, 8 n 4+ 5 haben, fiir welchen der Satz eben-
falls unrichtig ist, da ? 4+ 2 = 0 (mod. p’) ist; allein, da p' <<p,
80 streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem Satze
nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme fiberhaupt
nicht zuléissig und folglich der Satz allgemeingiiltig, dass

Dirichlet, Zahlentheorie, 7
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(:172)“—"— 1 fiir p = 8n + 5 oder = 80 + 7,
d. h. dass .
(—2- = —1firp=8n+5
)=
(.2.)=+ 1firp=8n+47
D,
ist.

Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen iibrig, dass 2 quadra-
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8 n 4 1 ist;
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an-
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form
einer Congruenz darstellen lisst, die dann zur Auffindung des
Widerspruchs benutzt werden konnte. Allein in diesem Falle
kann man direct, wie folgt, verfahren; da p — 8% 4 1 ist, so hat
die Function z#—! — 1 den Divisor z&8 — 1, also auch den Fac-

tor 4 4 1, und hieraus folgt nach einem friilhern Satze (§. 26),
dass die Congruenz

zt 4+ 1 = 0 (mod. p)
Wurzeln hat; ist nun 2 eine solche, so ist
2t 4+ 1= (x2+ 1)2F 223 = 0 (mod. p),
also ' ’
(®?+ 1)2 =+ 22?2 (mod. p);
es ist daher + 22?2 und folglich auch + 2 quadratischer Rest von
p; in Zeichen

(i-%)=l,wennp=8n+l.

Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen; wir
konnen denselben in der einen Gleichung

zusammenfassen; denn je nachdem p=8n+1, oder p = 8n +3
ist, wird { (p2?—1) eine gerade oder ungerade Zahl.
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§. 42.

Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage:
von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebeme ungerade
Primeahl q quadratischer Rest? Die vollstindige Antwort hier-
auf wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sitze
der Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthiimlichen Cha-
rakters wegen den Namen des Reciprocitits- Satzes erhalten hat.
Man kann ihn folgendermaassen aussprechen:

Sind p und q zwei positive ungerade Primzahlen, von denen
mindestens eine die Form 4 n + 1 hat, so ist q quadratischer Rest
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Rest oder Nicht-
rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die Form
4n + 38, so ist q¢ quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach-
dem p quadratischer Nichtrest oder quadratischer Rest von q ist.

Offenbar lisst sich dieser Satz in die fiir beide Fille giiltige

Gleichung
£) (_g) —(—1 p—1 g—1
(q ? ( ) 2 2

zusammenfassen; denn sobald mindestens eine der beiden Prim-
zahlen p oder ¢ die Form 4 4 1 hat, so ist die entsprechende
der beiden Zahlen (p — 1) oder } (g — 1), und folglich auch ihr Pro-
duct } (p—1) - 1 (@ — 1) eine gerade Zahl, so dass

(1_;) (%) —1,d h (ﬂ) — (£>

D q
ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen
beide Primzahlen p und ¢ von der Form 4 n 4 3, so sind auch
beide Zahlen 3 (p—1) und } (¢g— 1), und folglich auch ihr Product
1(p—1) - 1 (¢g—1) ungerade, so dass

BE=-r+O--(

wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedriickt ist.
Ist z. B. p = 8, ¢ = b, 8o ist p quadratischer Nichtrest von
g und gleichzeitig ¢ quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen

=)=

7%
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Ist ferner p = 3, ¢ = 18, so ist p quadratischer Rest von ¢
und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

3 13
()= () =+
Ist dagegen p = 3, ¢ = 7, so ist p quadratischer Nichtrest
von ¢ und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

B--@=—

Dieser Satz wurde zuerst von Legendre durch Induction ge-
funden und ausgesprochen; allein erst Gauss hat denselben voll-
stindig bewiesen, ja er hat nach einander sechs auf ganz verschie-
denen Grundgedanken beruhende Beweise von diesem Satze gege-
ben, den er in etwas anderer Form aussprach und seiner Wichtig-
keit wegen das Theorema fundamentale in der Theorie der qua-
dratischen Reste nannte. Wir folgen hier zunichst dem dritten
dieser sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stiitzt, durch wel-
ches das Euler'sche Kriterium (§ 33) iiber den Charakter einer
Zahl D in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt
wird. -

§. 43.

Wir haben friiher (§. 33) gesehen, dass eine durch p nicht
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je

21
nachdem D ? = 4 1 oder = — 1 (mod. p) ist; betrachten wir
nun die Producte

D,2D,3D...p%lD

aus dieser Zahl D und aus den ersten } (p —1) ganzen positiven Zah-
len, so werden die kleinsten positiven Reste

i, 72y g . . . Tpo1

2
derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens simmtlich ver-

schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ih-
nen kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese } (p — 1) Reste
in zwei Abtheilungen, je nachdem sie grosser oder kleiner als 1 p
gind, und bezeichnen die erstern, deren Anzahl — p sei, mit
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@y, &3 . . .Gy,

die iibrigen } (p—1) — w = 4 Reste, welche kleiner als } p sind,
mit

B, Bs - - . Ba

Nimmt man nun von den erstern g Resten ibre Ergéinzungen

zur Zahl p, also die Zahlen
p—al, p—-a, ¢« s o p—a'.u,

go liegen dieselben, ebenso wie die 4 Zahlen 8,, B3 . .. 82, auch
zwischen den Grenzen 0 und } p; ausserdem sind sie alle von
einander verschieden; endlich lasst sich aber auch zeigen, dass sie
von den 4 Zahlen B,, 85 ...pB2 verschieden sind; denn wire
z.B. p — a = B, also « + f = p = 0 (mod. p), so miisste auch,
wenn « der Rest von s D, 8 der Rest von ¢t.D ist,

sD+ tD = (s+1t) D=0 (mod. p)

und folglich s + ¢ durch p theilbar sein; allein da jede der bei-
den Zahlen s und ¢ zwischen 0 und  p liegt, so liegt s + ¢ zwi-
schen 0 und p (mit Ausschluss dieser beiden Grenzen); es kann
daher s + ¢ nicht theilbar durch p, und folglich auch nicht p—«

= f sein.
Mithin haben die folgenden 4 4+ 4 =} (p — 1) Zahlen
p—e, p—ag . . . p—ay; fi, B3 - . . P2

" lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth
nach zwischen 0 und ! p liegen, so miissen sie im Complex ge-
nommen identisch mit den } (»p — 1) Zahlen

. p—1
1, 2, 3 . .. ——

sein, so dass ihr Product
—1
(P—a)(p—as) - (p—ay) frfs -+ fa=1-2-8.. . B5=
ist. Werfen wir hieraus die Multipla von p weg, so erhalten wir

die Congruenz
—1

(—Dtaray - ay-prfy - fa=1-23 - L= (mod. p);

da nun andererseits
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_ -1
€1 @y Bifr-- 2= 1-2«--1’—2—1D£2— (mod. p)
ist, so folgt hieraus, dass

— -1 —
(—1)54'1-2--.1’71.D%51.2-3---1-'L2—1 (mod. p)

und also aueh

p—1

D * = (— 1)# (mod. p)
oder, was dasselbe sagt, dass

- cor

ist, Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens, welches
dariiber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder
Nichtrest der ungeraden Primzahl p ist:

Man braucht nur nachzusehen, ob die Anzahl u der kleinsten
positiven Reste der Zahlen

D, 2D, 3D . . .P_glp,

die grosser als } p ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem
das Erstere oder Letstere eintritt, ist D quadratischer Rest oder
quadratischer Nichtrest von p.

Mit Hiilfe dieses Satzes ist man schon im Stande, fiir jedes
wirklich gegebene D die Formen fiir die Primzahlen aufzustellen,
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu
zeigen, betrachten wir den allerdings schon friither (§. 41)

vollstindig durchgefithrten Fall D — 2. Bilden wir die Zahlen

2, 4,6 ... (p—1),

so ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in
Bezug auf den Modulus p; es fragt sich daher nur, wieviele die-
ser Zahlen grosser als 1 p sind. Es sei nun 2 s die letzte dieser
Zahlen, welche <C} p ist, so dass 2 (s + 1) > 1 p ist; dann ist

1 1
s<zp s+1>gp,

d. h. s ist die grosste ganze in dem Bruch 1 p enthaltene ganze
Zahl, die wir im Folgenden durch das Symbol [} p] bezeichnen




Quadratische Reste. 103

vollen. Hieraus folgt, dass die Anzahl u derjenigen der obigen
1 (p— 1) Zabhlen, welche > 1 p sind, gleich

p—1_ [ﬁ]
2 4
ist. Um nun zu entscheiden, ob diese Anzahl u gerade oder un-
gerade ist, betrachten wir die folgenden vier Fille:

DIstp=8n+ 1, so0 ist%-_— 2n +%, also [%] =20

—1
undy=p—2-——[%]=4n—2'n=2n;

folglich ist in diesem Fall
;)
—)= 1.
)=+
2) Ist p =8n 4 ¢ ,soist%=2n+%,also[%].—_—2n

and __..1_’:_1__[%]=4n+ 1 —2n=2n-+1;

folglich ist in diesem Fall

(3) =1

3)Ist p =8n + 5, soxstp-—2n + 1 4 4,also [—ﬁ-]
=2n+lund

p:z—)-—;-l—[%]=4n+2—(2n+ D=2n+ 1;

folglich ist in diesem Fall

@--r

3
4) Ist endlich p = 8n + T, somti =2n+1 +Z,also

[%]=2n+lund

_?;_2'_1__[3]=4n+3—(2n+1)=2n+2;
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folglich ist in diesem Fall

G)=+"

Auf diese Weise finden wir also eine vollstindige Bestiti-
gung des Resultats unserer frithern Untersuchung (§. 41), und
ganz ebenso wiirde sich fiir jeden speciellen Werth von D die
Untersuchung fiihren lassen, z. B. fiir die néchstliegenden Fille
D=3, D=05us W

§ 44.

Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Fille und
wenden uns zu einer weitern Umformung, bei welcher wir der
spitern Bezeichnung wegen ¢ statt D schreiben wollen. Bezeich-
nen wir allgemein mit [2] die grosste in dem Werth 2 enthaltene
ganze Zahl, so dass
l=zrz—[z] <1

ist, 8o konnen wir
q=p[]+rl, 2q—_-:p[ ]-I—r,..
p—1 3 (p—1 )q]
2 q - p[ P + r 2l
setzen, worin wie frither (§. 43)

71,72..."'__1
2

zwischen den Grenzen O und p liegen; theilen wir wieder diese
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen
€y, O3 . . . @& “
und
By, Bs - . . B2,
von denen die erstern > I p, die letztern << 1 p sind, und be-

zeichnen wir mit 4 die Summe der u erstern, mit B die Summe
der A letztern, ferner mit M die Summe

=g [+ P2
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so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen

1—1
p — a=pM+ 4 + B;
da nun (nach §. 43) der Complex der Zahlen
p—ay p—ag...p—ay; B, B3... B2

mit dem Complex der Zahlen

—1
1,2,3...2—2—

vollstéindig iibereinstimmt, so ist ihre Summe

pz——S:} =up— A+ B;
zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhilt
man

Pl @—1)=(M—wp+24

Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob g ge-
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort,
so erhalten wir, da p = — 1 (mod. 2) gesetzt werden kann,

T -

u=M + ILS_—} (g — 1) (mod. 2).

Jo nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade
oder ungerade ist, wird ¢ quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall ¢ = 2, so er-
giebt sich unmittelbar M ="0, also

p2—1
p= p~8' ~ (mod. 2),

folglich
(%) = (-D# =(— 1)2’_8_—1;

dies ist aber genau die schon friiher (§. 41) aufgestellte Formel.

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter
der Voraussetzung fortfiihren, dass ¢ eine positive ungerade, also
g — 1 eine gerade Zahl ist; dann ist also
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4 = M (mod. 2), <;?) = (—1)¥;

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei-
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder unge-
rade ist.

Nehmen wir an, es sei ¢ << p, so ist in der Reihe
G- - e
pl Lp p

Jjedes Glied hochstens um eine Einheit grosser als das unmittel-
bar vorhergehende; denn da

s+VDg_sq, g
P —»2 '
und
89 [i_]
b p +
ist, wo 0 einen echten Bruch bezeichnet, so ist
(s + l)q_[S_q] s 4
Y I + 0+ 7’

folglich, da die Summe der beiden echten Briiche 4 und -;l—, noth-
wendig Klolner als 2 ist,

[(_S__-l:p_l)_g] — [%] oder — [%] + 1.

Da ferner

ie—Dg_g—1, p—¢
p 2 2p
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe

[%(P;'I)Q]=(l;1.

Wenn nun s die ganzen Zahlen 1, 2 ... bis { (p — 1) durch-
lauft, so haben wir vorziiglich auf die Werthe von s zu achten, von

welchen ab der Werth des Symbols ['%l] um eine Einheit zunimmt,

in der Weise, dass
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)=t [£524]

ist, wo ¢ irgend eine der Zahlen

q4—1
2. .. 5

bedeutet. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber
sq +Dgq
M gy ST Ny
p < r =

(der Fall (s 4+ 1) ¢ = ¢p kann nicht eintreten, da weder ¢ noch
(s 4+ 1) durch p theilbar ist) oder, was dasselbe ist,

s<‘%’<s+1,

- [}

In der Reihe M giebt es daher

also

[‘—Z—] Glieder, welche den Werth¢t — 1 =10
L3 [1—’] t—1=1
[ q j q ” ” ” ”
[@] _ 'Q;ILI_’] t—1
q L q ” ” ” ”
p—l_[i(q—l)p] p 1 = 11
2 q ” ” ” " - 2

haben. Hieraus folgt unmittelbar, dass M
=41 p=1_ [g 21@] .. 1 [ie=Dr
o+ Cel o+ [

ist. Set2zen wir2daher
Ol e

80 ist

anad
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wenn, wie wir vorausgesetzt haben, g eine positive ungerade Zahl
und kleiner als p ist. Nun haben wir oben gesehen, dass

§=co

ist; wenn daher ¢ eine positive ungerade Primzahl bedeutet, so
ist offenbar nach demselben Satze

)=

denn N ist nach demselben Gesetze aus ¢ und p gebildet, wie M
aus p und ¢. Multipliciren wir daher diese beiden Gleichungen,
so erhalten wir die Gleichung

< )(1’) = (= 1)%hG—D Y=

welche ja den Rec1proc1tatssatz ausspricht. Die wihrend des Be-
weises gemachte Einschrinkung, dass die Primzahl ¢ kleiner sei
als die Primzahl p, kénnen wir nun natiirlich wieder fallen las-
sen; denn da der Satz ganz symmetrisch in Bezug auf beide
Primzahlen lautet, und ausserdem eine von beiden, da sie ver-
schieden sind, doch nothwendig die kleinere sein muss, so wird
der Satz immer richtig sein, auch wenn p die kleinere von beiden
Primzahlen ist,

§. 45.

Wir betrachten zunichst ein Beispiel, um die Niitzlichkeit
des Reciprocitiitssatzes fiir die Beurtheilung der Méglichkeit einer
Congruenz von der Form

2?1 = D (mod. p)
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz
2?2 = 365 (mod. 1847),
o ist der Werth des Symbols

365
1847
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zu ermitteln. Zunidchst zerlegen wir 365 in Primfactoren, ob-
gleich dies, wie wir spiter sehen werden, nicht nothwendig ist.

Aus dieser Zerlegung 365 = 573 folgt unmittelbar

365 ( ) <
1847) 1847/ \1847

Da ferner 5 von der Form 4% 4 1 ist, so ergiebt sich aus dem

Reciprocititssatze
( 5 > . <1847)
1847/ 7 \ 5

und also, da 1847 = 2 (mod. 5) ist,

(o) = (5) = =

nach §. 41; da ferner auch 73 von der Form 4» + 1 ist, so folgt
wieder aus dem Reciprocititssatze, und weil 1847 = 22 (mod. 73)

()= =)= ()

nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach §. 41)

2 .
(7—3) — 1, folglich (18 47) (

nach dem Reciprocititssatze ist aber wieder

() =) =@

und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 47 4 3 sind, so
ist abermals nach dem Reciprocititssatze

@=-)=—@=-r
(1347) () (Tf -

und also endlich

folglich
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(13:457) (1847) (1847 —DE=D=4+1

es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die
oben vorgelegte Congruenz ist moglich; und in der That ist

(+ 496)? = 246016 — 365 4 133 - 1847.

§. 46.

Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo-
rithmus, welcher auch bei jedem &hnlichen Beispiel nach einer
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele fiihrt, lisst sich im
Allgemeinen bedeutend abkiirzen, wenn man sich einer zuerst von
Jacobi in die Zahlentheorie eingefiihrten Verallgemeinerung des
Legendre’schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens
auch fiir unsere spitern Untersuchungen unerlésslich ist, so be-
schiiftigen wir uns zuniichst mit der Erklirung desselben und den
Gesetzen, denen es gehorcht.

Es sei die ungerade Zahl P in ihre Primzahlfactoren Py p"
u. 8. w. zerlegt, also

P=pyp'p"

und m irgend eine relative Primzahl zu P; so kommt es oft dar-
auf an zu untersuchen, ob m von einer geraden oder ungeraden
Anzahl der simmtlichen Primzahlen p, p’, p” ... quadratischer
Nichtrest ist, d. h. ob das Product

EE @)

= 4 1 oder = — 1 ist; dieses Product soll nun von jetzt an
mit dem einfachen Zeichen ( P) bezeichnet werden. Wenn m

quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der
Primzahlen p, p', p” . .. ist, so ist

(—) (7=

und folglich auch



Quadratische Reste. 111

() =) G G)-=n
P} \p/ \p'/ \p") """ 7
aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald

néimlich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p’, p”... (oder
von vier, von sechs u. 8. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat

das Symbol (—%) den Werth 4 1, und doch ist m quadratischer

Nichtrest von P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade
Primzahl ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit
der friiheren iiberein. Der Vollstindigkeit wegen wollen wir

ferner festsetzen, dass, wenn P — 1, das Zeichen %) — (-?)
immer die positive Einheit bedeuten soll. :
Aus dieser Definition des Zeichens (%) ergeben sich nun

folgende Sitze:

1) Ist m relative Primzahl gegen jede der beidenhngeraden
Zahlen P und @, also auch gegen die ungerade Zahl P @, so ist

) ()=

P=ppp"...
Q=4q4qq¢"...

denn, wenn

ist, wop,p' ... ¢ .. . lauter Primzahlen bedeuten, so ist
F=G) @GO @ @)
PQ p/ \p'/ \p") " "\a/ \q'/ \q") """
=(3) (%
= ? Q .

2) Sind die Zahlen [, m, n... relative Primzahlen gegen die
ungerade Zahl P, so ist ~

33 ) - =)

denn, wenn wieder

P=ppp'...
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T G- ® @)
5= () ()
(3)=(3)(2) (2)-

u. 8. W.

"

l
p
m
p

Da nun ferner, wie frither (§. 33) bewiesen ist,

GG G) =)
ist und Aehnliches fiir die andern Primfactoren p’, p” u.s. w.

gilt, so erhilt man durch Multiplication der vorangehenden Glei-
chungen

() () (3) - = (5=) (=) (5) -

worin der zu beweisende Satz besteht.
3) Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und
m = m' (mod. P), also auch m’' relative Primzahl zu P, so ist

- () *

" denn, wenn P = p p' p” ... ist, s0 ist auch

m = m' (mod. p), m = m' (mod. p'),

=G G)=6)

u. 8. w., und folglich

@ -E )

was zZu beweisen war. —
Die beiden letzten Sitze zeigen, dass das verallgemeinerte
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; wir wollen

u. 8. W., also



Quadratische Reste. 113
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole (:P—l->, (%) nach

den friihern Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch
ein dem frilhern ganz analoger Reciprocititssatz Statt findet;
um aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken
wir folgende Bemerkungen voraus. Ist

R=17r"»r" ",

eine beliebige ungerade Zahl, so sind »'—1, »"—1, r" —1...
lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien
oder mehreren dieser Differenzen =0 (mod. 4); bringt man daher
R in die Form

BR=(Q14+¢—D) 1+0"—D)(1+0"—D)...
und fithrt die Multiplication aus, so ergiebt sich
R=14+(@'—1)+ (@"—1) + (r"—1) + ... (mod. 4)
oder kiirzer

2 2
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben r bezieht, der
die einzelnen Factoren #', r", """ . .. durchlaufen muss.

Auf ganz shnliche Weise ergiebt sich aus denselben Voraus-

setzungen noch ein zweites Lemma; es ist nimlich r2=1 (mod. 8)
und folglich

R =(1401—1) 140" —1) 0+ ¢"2—1)...
=1+ 30— 1) (mod. 64),

(mod. 2),

also

Ri—1_ (r?—1
8 =2 8

(mod. 8)
und um so mehr

R—1_ (rr—1
8 = 2 8 (mOd. 2)-

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserm Gegen-
stande zuriick.

4) Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist
Dirichlet, Zahlentheorie. 8
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—1 Eifnt
_ )\ = (— 2
(F)=nT.
Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p’, p”,

p" ... ist, go ist
—1

) =G F)G) =T

wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren p’, p”, p” ...
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma
P—1

—1
sz == (mod. 2)

ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein.
5) Ist P eine ungerade Zahl, so ist

E)=n7

Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist

2 2 2 2 =t
ROl
und da nach dem zweiten Lemma
pi—1 _ P?—1
2 8 — 8
ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisen-
den Satzes.

6) Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und @ re-
lative Primzahlen zu einander, so ist

5=

Denn es sei P das Product aus den Priinza.hlen

(mod. 2)

pl, pll’ p'" ... (p)
und @ das Product aus den Primzahlen
ql , q" .. (q)

welche also von den Primzahlen p’, p”, p" ... verschieden sind.
Dann ist zufolge der Erkldrung und nach 2)
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=@ @) =1@)
Q g/ \¢") " — q/’
wo das Productzeichen IT sich auf alle Combinationen einer jeden
der Primzahlen p mit emer jeden der Primzahlen ¢ bezieht; ganz

ebenso ist aber
-

@) ="% )

@/ \P) _ \qg/\p

wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht;
da nun nach dem Reciprocititssatze

(5 @) -

ist, so ergiebt sich

GIORE

wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen
jeder Primzahl p mit jeder Primzahl ¢ erstreckt; es ist daher

und folglich

p—1q9—1 (p—1 q—1
2 g = 2 X255

wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle
Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen g bezieht. Da
nun nach dem ersten Lemma

p 1_ P—1
2 = 2

(mod. 2)
.und

sqg—1_ @—1
hX 7~ = 3 (mod. 2)

ist, so ergiebt sich

p—1lg—1__P—1 @—1 :
> 5 7 = 3 3 (mod. 2)

8’
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und hieraus
5 @®)-v =

was zu beweisen war. — ,
Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung iiber das Symbol

(T) zu machen iibrig; wir haben bisher dieses Zeichen nur unter

der Voraussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade
Zahl, und dass die positive oder negative Zahl m relative Prim-
zahl zu P ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens
dahin, dass P auch eine negative ungerade Zahl sein kann, immer
aber mit der Beschréinkung, dass m relative Primzahl zu P ist *);
und zwar setzen wir fest, dass

(=)= (?)

sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sitze 1),
2), 3) und 5) ohne Beschrinkung giiltig bleiben; ferner, dass der
Satz 4) nur dann richtig ist, wenn P positiv ist, dagegen fiir ein
negatives P falsch wird; und endlich, dass der Satz 6) nur dann
giiltig bleibt, wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und @
positiv ist, dagegen seine Giiltigkeit verliert, wenn beide Zahlen
P und @ negativ sind.

8. 47.

Die oben (§. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe, den
Werth des Symbols (%) zu bestimmen, wenn p eine ungerade
Primzahl ist, bildet offenbar nui einen ganz speciellen Fall der
allgemeinen Aufgabe, den Werth irgend eines Symbols (%) Zu

bestimmen ; damals war, nachdem m auf seinen kleinsten Rest

*) Spiter (Supplemente §. 116) werden wir festsetzen, dass % =0

sein soll, sobald P eine ungerade Zahl, m aber keine relative Primgzahl zu
P ist.
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nach dem Modul p reducirt war, der nichste Schritt der, m in seine
Primfactoren ¢, ¢’ u. s. w. zu zerlegen, und dann, die einzelnen

’ N
Symbole (%), (q;) u. s. w. mit Hiilfe des Reciprocitéitssatzes in

einfachere umzuformen. Jetzt ist diese Zerlegung in Primzahl-
factoren (abgesehen von dem Factor 2) ganz iiberfliissig geworden,
und der anzuwendende Algorithmus ist demjenigen ganz #hnlich,
durch welchen der grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen
gefunden wird. Kinige Beispiecle werden geniigen, um diese ein-
fachere Methode zu erliutern.

Beispiel 1: Nehmen wir das schon oben (§ 45) behandelte
Beispiel, so konnen wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci-
procititssatze

365\ __ (1847
1847/ — \ 365

setzen, weil 365 von der Form 4% 4 1 ist. Da ferner 1847 = 22
(mod. 365) ist, so ist nach §. 46, 3) und 2)

1:357 ) (365) (365) (365

da ferner 365 = 5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 5)

) =

365 (
1847, 365
Nach dem verallgemeinerten Reciprocitiitssatze ist nun wieder

(365 (365) (11)__

365
1347) +1,

also

und folglich

wie friiher.
Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatze
ist
195 1901
1901 195,



118 Dritter Abschnitt.
weil 1901 = — 49 (mod. 195), so ist
1901) ( )
195 195
da ferner die Zahlen — 49 und 195 nicht beide negativ sind, so

gilt fiir sie der verallgemeinerte Reciprocitatssatz, und, weil beide
von der Form 4% 4 3 sind, so ist

— 49\ /195\ 195\,
195 /) — —49) 49)’
weil endlich 195 = — 1 (mod. 49), und 49 von der Form 4n 41
ist, so ist
195) ( ) + 1,

also

195

1901 =

d. h. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natiir-
lich hitte sich die Auflosung abkiirzen lassen durch Zerlegung
in Factoren, nimlich durch die Bemerkung, dass 49 = 7 - 7 und
folglich

—49) — 1\ _
195 195,

ist; iiberhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekiirzt,
wenn man im Zghler oder Nenner des Symbols quadratische Fac-
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden konnen.

Beispiel 3: Um den Werth des Symbols (—:—:—1-> zu bestim-

men, kann man zuerst aus dem Zihler den Factor 2 absondern,
wodurch man, da 101 von der Form 8# 4 5 ist,

(101) <101) (101 <101

erhilt; dann ist ferner nach dem Reciprocititssatze

() = (37) = (57) = (&

und, weil 37 von der Form 8% 4 5 ist,
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7) = (&) &) == (7)

endlich ist wieder nach dem Reciprocititssatze

B--@)--

74
(m == e 1.

Kiirzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele:

(13 = —10?7> (-10;7 <_277) ( ) ( )

und folglich

$. 48.

Wegen der Wichtigkeit des Reciprocititssatzes theilen wir
hier noch einen andern Beweis desselben mit, nimlich den ersten
der von Gauss gegebenen sechs Beweise *); dies kann hier um
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erdrterte
Verallgemeinerung des Legendre’schen Symbols mehrere der von
Gauss unterschiedenen acht Fille sich zusammenziehen lassen,
wodurch der Beweis an Kiirze und Uebersichtlichkeit bedeutend
gewinnt *¥),

Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll-
stindigen Induction; wenn némlich der Satz fiir je zwei Prim-
zahlen p, p' richtig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte
Primzahl g, so ldsst sich zeigen, dass er auch fiir jede Combina-
tion einer solchen Primzahl p mit der Primzahl ¢ selbst gelten
muss; hieraus und weil der Satz fiir die beiden kleinsten ungeraden
Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar
seine Allgemeingiiltigkeit.

*) Disquisitiones Arithmeticae artt. 135 — 144.

**) Dirichlet: Ueber den ersten der von Gauss gegebenen Beweise des
Reciprocititsgesetzes in der Theorie der quadratischen Reste (Crelle’s
Journal XLVII).
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Von besonderer Wichtigkeit fiir diesen Nachweis ist nun die
vorliufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit
des Reciprocititssatzes fiir je zwei Primzahlen p, p', welche klei-
ner als die Primzahl q sind, mit Nothwendigkeit a,uch die Giiltig-
keit des verallgemeinerten Satzes

NORTS

folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und @
(die nicht gleichzeitig negativ sein diirfen) nur solche Primzahl-
factoren enthalten, die kleiner als ¢ sind; denn der Beweis die-
ses verallgemeinerten Satzes griindete sich ausschliesslich auf
die Richtigkeit des einfachen Satzes fiir alle die Paare von
zwei Primzahlen, von denen die eine in P, die andere in @
aufgeht.

Eine letzte vorlidufige Bemerkung, welche mehrere Male zur
Anwendung kommen wird, ist folgende: ist jededer beiden Zahlen
% und [ relative Primzahl gegen-die ungerade Zahl m, und ist die

S .. k 1\.
Congruenz kz? =1 (mod. m) moglich, so ist immer <ﬁ> = (ﬁ)’

denn k! ist quadratischer Rest von m, und folglich

()= () ()=
m m) \m

Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocititssatz fiir jede
Combination von ¢ mit einer Primzahl p, welche kleiner als ¢ ist,
gilt, haben wir zwei Falle zu unterscheiden. Der eine Fall und
zwar der schwierigere findet Statt, wenn ¢ die Form 4% 4 1 hat,
und zugleich p quadratischer Nichtrest von ¢ ist; dann ist zu
beweisen, dass auch ¢ quadratischer Nichtrest von p ist. In
irgend einem der andern Fille, ndmlich wenn ¢ von der Form
4n + 3 ist, oder auch, wenn q zwar die Form 4 4 1 hat,
dann aber p quadratischer Rest von ¢ ist, kann man offenbar
der Primzahl p immer ein solches Vorzeichen geben, dass, wenn
man @ = 4 p setzt, wenigstens fiir eins der beiden Vorzeichen

@ quadratischer Rest von g wird; dann ist also zu beweisen,
dass
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q\ __ Ya(w—1) » Yalg—1)
(&)=

ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet
zu werden braucht, Wir beginnen daher mit diesem Theil des
Satzes.

§. 49.

Es sei also @ = + p quadratischer Rest von ¢, so hat die
Congruenz 2% = @ (mod. ¢) zwischen 0 und ¢ immer zwei Wur-
zeln z, deren Summe = ¢, und von denen folglich die eine, welche
wir mit e bezeicbnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird

e — o = qf

sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht — 0
ist, weil sonst die Primzahl & eine Quadratzahl sein miisste.
Diese Zahl f kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wire
@ positiv — p, und p — e? eine positive durch ¢ theilbare Zahl,
was aber unméglich ist, da p — e¢2 << p und der Voraussetzung
nach p <<g ist. Diese positive Zahl f muss ferner ungerade sein;
denn da e gerade ist, so ist ¢2 — ® ungerade, und folglich auch
jeder Divisor von e? — @, also auch f ungerade. Endlich ist
diese positive ungerade Zahl f nothwendig < ¢ — 1; denn da
e<qg—1,und p<<qg—1,soist gf =e? — w0 <(¢—1)2 4+ (¢ —1),
d. h. gf < q (¢ — 1), also wirklich f << ¢ — 1.

Nun sind zwei Fille méglich:
1) Ist £ nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung

e? — w = qf, dass
=+t

und ferner, weil ¢f quadratischer Rest von p ist, dass

(5)=(%)
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sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen f und @ relative
Primzahlen zu einander, beide kleiner als ¢, und endlich nicht
beide negativ sind, so gilt fiir sie der verallgemeinerte Recipro-
cititssatz, d. h. es ist

O v

und hieraus ergiebt sich unter Beriicksichtigung der beiden vor-
hergehenden Gleichungen '

4\ _ 1y h@=D%&=D
(5) = v

Da ferner e eine gerade Zahl ist, so ist auch — @ = ¢f (mod. 4),
also (nach dem ersten Lemma in §. 46)

wt+l__gf—1__g—1  f—1 _
_2___2=2+2(mod.2),

multiplicirt man diese Congruenz mit } (@w— 1), so erhilt man auf
der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen,
also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar

o—1 f—1_ wo—1g¢—1
2 2 T2 2

(mod. 2)

und also
g\ _ __ q\ e@=D-%@—D

was zu beweisen war.

2) Ist dagegen f theilbar durch p, so kann man f = w @
setzen, wo @ eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen
wie ® hat und ibrem absoluten Werthe nach << ¢ ist. Da nun
e? — o = q@@, 80 ist auch e theilbar durch o und also ¢ = ¢ c,
wo ¢ wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun

220 —1=qop,

und es kann daher ¢ nicht durch @ theilbar sein. Nun war w
quadratischer Rest von f = @@, und folglich auch von ¢, also ist

B-5)-+
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ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass — g ¢
quadratischer Rest von @, dass also

®-E
o/ \ o

ist; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — ¢ und @
die eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander

und ausserdem beide <C ¢ sind, so ist nach dem verallgemeinerten
Reciprocititssatze

(—w‘P) (_&? ) —(—1) Ve(=1 + %(@+1)
[ .

und folglich unter Beriicksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen

(_qﬁ_)) —=(—1) Ya (w—1) - Ye(@+1) .

Da nun ¢ eine gerade Zahl und folglich gp = — 1 (mod. 4) ist,
80 muss die eine der beiden Zahlen ¢ und ¢ von der Form
4n+ 1, die andere aber von der Form 4% 4 3 sein, woraus
folgt, dass

e+l _9—1 049

und also
i (. Yo (w—1) « Yal(g—1)
(4)=n

ist. Also ist auch fiir diesen Fall der Satz bewiesen.

§ 50.

Wir kommen nun zu dem zweiten Theil, in welchem voraus-
gesetzt wird, dass p Nichtrest von ¢, und ¢ von der Form 4% + 1
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass ¢ Nichtrest
von p ist. Hier fehlt nun die Moglichkeit eines Ansatzes, und
um diese zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass
wenigstens eine Primzahl p’ < ¢ existirt, von welcher ¢ quadra-
tischer Nichtrest ist, oder mit andern Worten, dass die Prim-



124 Dritter Abschnitt

zahl ¢ nicht von allen kleinern Primzahlen quadratischer Rest
sein kann, Fiir den Fall, dass ¢ = 5 (mod. 8) ist, hat dieser
Nachweis nicht die geringste Schwierigkeit; denn dann ist
1 (¢+ 1)=3 (mod. 4), und folglich muss unter den Primfactoren
dieser Zahl 1 (¢ + 1), welche natiirlich alle << ¢ sind; minde-
stens einer p’ von der Form 4% 4 3 sein; dann ist aber
¢ = — 1 (mod. p’) und folglich quadratischer Nichtrest einer
kleinern Primzahl p’. Desto schwieriger war dieser Nachweis
fiir den andern Fall zu fiihren, in welchem ¢ = 1 (mod. 8) ist;
und Gauss selbst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen ver-
geblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit
zu iiberwinden; er gelangte dazu durch folgende dusserst scharf-
sinnige Betrachtung.

Es sei 2m 4 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als g.
Wenn nun g quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen
¢ ist, welche diese ungerade Zahl 2m 4 1 nicht iibertreffen, so ist
nach friithern Sdtzen (§. 37) die Primzahl ¢, da sie = 1 (mod. 8)
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist,
auch quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine andern
ungeraden Primfactoren als die Primzahlen # enthilt, und also
z. B. von der Zahl

M=1.2.3.4..... 2m) 2m+1);

es giebt daher positive Zahlen % von der Beschaffenheit, dass
= k2 (mod. M)

ist, und zwar muss % relative Primzahl zu M sein, weil 2m 4+ 1<Cq
und also auch ¢ relative Primzahl zu M ist. Aus dieser Con-
gruenz folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul M

k@—1)@—2)@—3)...(@q—m)
=k ®&®—1?) (k2 — 29 (k2 — 32) ... (k? — md)
=Gk+m) Ft+m—1)... k+1)k (k—1)... k—m +1) (k—m)

ist; da nun nach einem frithern Satze (§. 15 Anmerkung) jedes
Product von (2m + 1) successiven ganzen Zahlen durch M theil-

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 125,
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bar, und ausserdem % relative Primzahl zu M ist, so ist das
Product

@—1)@—2%) @—3Y)...(@—m?)
theilbar durch das Product
M=m41) (m+1)?—1% (m+1)2—2%) ... (m+ 1)2—m?)
d. h. das Product

: g — 1 ¢—2 . _g—m
m+1l m+1Dr—12  (mt1)?—22 (m+ )3 — m?

ist nothwendig eine ganze Zahl.

Andererseits leuchtet ein, dass dieses Product gewiss keine
ganze Zahl ist, sobald fir m die grosste ganze Zahl unterhalb Vg
genommen wird ; denn, wenn m < Vg <m+1 ist, so sind alle
Factoren dieses Productes echte Briiche. Da nun ausserdem
29m 4+ 1 < 2Vqg + 1 < q ist, so kann fiir diese Zahl m die
Annahme nicht zuldssig sein, und wir haben daher folgenden
Satz gewonnen:

Ist q eine Primzahl von der Form 8n + 1, so giebt es unter-
halb 2 Vq + 1 und Jolglich auch unterhalb q mindestens eine un-
gerade Primzahl p', von welcher q quadratischer Nichtrest ist.

§. 51.

Nachdem fiir jede Primzahl ¢ von der Form 4n + 1 die
Existenz einer Primzahl p’' << ¢ nachgewiesen ist, von welcher ¢
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres
zweiten Theiles iiber. Jede solche Primzahl p’ muss Nichtrest
von ¢ sein; denn wire p’ Rest von ¢, so wiirde aus dem schon
von uns bewiesenen Theil (§. 49)

(?7) = (— l)l/s(ﬂ'—l)‘l/z(ﬂ—l) =41

folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt fiir diese
Primzahl p’ das Reciprocititsgesetz. Giebt es nun ausser p’ noch
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andere ungerade Primzahlen p <C ¢, welche Nichtreste von ¢
sind, so ist nur zu beweisen, dass

() =+

ist, weil hieraus sogleich folgt, dass ¢ Nichtrest von p ist. Da
nun der Voraussetzung nach p’ und p quadratische Nichtreste
von ¢ sind, so ist pp' quadratischer Rest von ¢, und es giebt da-
her wieder eine gerade Zahl ¢ << ¢ von der Beschaffenheit, dass

et —pp' =q9

und @ eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei-
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe
nach << ¢? ist, so ist @ ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar
<< q. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl ¢ zerfillt nun der
Beweis in drei Theile.

1) Ist @ weder durch p noch durch p’ theilbar, so ist

@)=+

und da ¢ ¢ quadratischer Rest von pp' ist, auch

(22, =1, also q,) = (—(’;,>,
pp pp pp

da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen ¢ und pp’
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent-
halten, welche <C ¢ sind, so gilt fiir diese beiden Zahlen auch
das verallgemeinerte Reciprocitatsgesetz, d. h. es ist

! 1 —1) . —
(p‘;’)’> <P1>) — (= oY Ye(pp' —1)

und folglich, mit Beriicksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen

( ) — (— 1)1/2(9’_1)"/2(??"‘1) .

Da aber e eine gerade Zahl, so ist ¢ = — pp’ (mod. 4), also,
da ¢ = 1 (mod. 4) ist, .
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@ = — pp' (mod. 4)
_ '
? 3 lE—— pp2+1 (mod. 2)

also

p—1 pp'—1 _
3 3 = 0 (mod. 2)

und folglich
(il =1,
bp

2) Ist @ durch p’ theilbar, durch p nicht theilbar, so setze
man ¢ — p’y, und, da auch ¢ durch p’ theilbar sein muss, e=
p'e; dann ist <7 q eine durch p nicht theilbare ungerade, und &
eine gerade Zahl, und es wird

was zu beweisen war.

p'e? —p = qv.
Hieraus folgt nun zunichst wieder (da ¢ relative Primzahl zu
pp’ ist)

[

() =+
ferner

’ r

(7)== G)=()E)
p b p b p

und

§)-) G- E)

und folglich

) =) (FF) Gr) == 0™ ()

da endlich ¥ und pp’ nur solche Primfactoren enthalten, die
< ¢ sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatz

4 Yo(p—1) - Yo (pp'—
() () =

und hieraus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen
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(z_l%') = (— 1) %@+D  %@—D +%W=D - Yaep—D)
Da nun £2 =0 (mod. 4) und ¢ =1 (mod. 4), so ist p = —p
(mod. 4), folglich
i@ —1) =i+ 1) (md 2),

also ,
i+ D30 —D+i@—D-ip'—1
=i+ D) G —1+ i@ — D] (mod 2),
und da ferner (nach dem ersten Lemma in §. 46)
ipp'— 1) =j@—1 + i@ — 1 (mod.2)
ist, so ergiebt sich
i+ D@ —-D+ i@ —D-jp —1)
=ip+1)-i(p—1) =0 (mod 2)

(__ =1,

Da bei diesem Beweise die Annahme (%) = — 1 gar nicht

und folglich

was zu beweisen war.

zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache Vertau-
schung von p mit p’ der Beweis fiir den Fall entstehen, dass ¢
durch p theilbar, durch p’ nicht theilbar ist; denn im Uebrigen
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re-

sultat (ﬁ) =1 vollstindig symmetrisch in Bezug auf beide
Primzahlen p und p'. ‘

3) Ist ¢ sowohl durch p als auch durch p’ und folglich (da
p und p' verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp’ theilbar,
so setze man @ — p p'v, und, da e dann ebenfalls durch pp’
theilbar ist, e = pp’'e; dann bedeutet ¥ eine ungerade Zahl
<< ¢, und ¢ eine gerade Zahl, und es wird

pp s’—l:qw.

Hieraus folgt, dass pp' relative Primzahl zu % und a.usserdem
quadratischer Rest von v, also
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pr’\
() =+1

ist; ebenso ergiebt sich aber, dass — q ¢ quadratischer Rest von

pp', dass also
(_!1_) — (:l’
pp’ pp’

ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatze, welcher offen-

bar fiir die beiden Zahlen — v und pp’ gilt, ist ferner
:f) (P_P' e (1 \ Ve P =D Va4 D)
pp' _ w —_— ( 1) )

und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher-
gehenden Gleichungen

9\ __ % op'—1). Y% (@ + 1)
(—- — (=1 :
pp’

Da aber & eine gerade Zahl, und ¢g=1 (mod. 4), so ist ¢ = — 1
(mod. 4), also (¥ 4 1) eine gerade Zahl, und folglich
(’ﬂ_' =1,
by

was zu beweisen war.

Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollstiin-
dig gefiihrt und dadurch die Allgemeingiiltigkeit des Reciproci-
titssatzes von Neuem nachgewiesen (ein dritter Beweis findet
sich in den Supplementen L §. 115). Auf dhnliche Weise lassen
sich auch die Sitze iiber die Charaktere der Zahlen — 1 und 2
begriinden, was dem Leser iiberlassen bleiben mag*).

§ 52.

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zuriick zu
der Beantwortung der zweiten in § 32 aufgeworfenen Frage,
welche in §. 39 auf die folgende reducirt ist:

Von welchen ungeraden Primzahlen q ist die gegebene Zahl D
quadratischer Rest?

*) Dirichlet a. a. O.
Dirichlet, Zahlentheorie. 9



130 Dritter Abschnitt.

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genomme-
nen) Primzahlen ¢, welche nicht in D aufgehen, und setzen ausser-
dem der Einfachheit halber voraus, dass D durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeinere Fall offenbar so-
gleich auf diesen einfachern reducirt werden kann. Es handelt
sich also darum, allgemeine Formen anzugeben, in welchen die
Primzahlen g enthalten .sind, fiir welche das Legendre’sche Sym-

bol (—‘2—) = 4 1 ist, und es wird sich zeigen, dass nicht blos alle

diese Primzahlen ¢ (die Divisoren der Form t2 — Dwu? nach
§. 39), sondern iiberhaupt alle ungeraden Zahlen @, welche rela-
tive Primzahlen zu D sind und fiir welche das Jacobi’sche Sym-

bol (%) = 4 1ist, in einer bestimmten Anzahl von Linearfor-

men, d. h. von arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Diffe-

renz entweder — D oder = 4 D ist. Da wir vorausgesetzt ha-

ben, dass die positive oder negative Zahl D durch keine Quadrat- .

zahl theilbar ist, so wird, wenn wir das Product aller in D auf-
gehenden positiven ungeraden Primzahlen p mit P bezeichnen,
entweder D — + P, oder D = + 2 P sein; falls D keine unge-
rade Primzahl p als Factor enthdlt (fir welchen das Resultat
aber schon in den §§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 4) und 5)
angegeben ist), wird P = 1 zu setzen sein. Wir unterscheiden
im Ganzen vier Fille.

I. D=+ P =1 (mod. 4).

In diesem Falle ist, wenn ¢ irgend eine positive, ungerade
Zahl bedeutet, die relative Primzahl zu D ist, zufolge des verall-
gemeinerten Reciprocititssatzes

®-@-®
Q/ — \D)  \P)’
es handelt sich also nur darum, alle Zahlen @ zu finden, fir

welche das Symbol (% = 4 1 ist. Lassen wir den unmittel-

bar evidenten Fall D = P = 1 unberiicksichtigt, und bezeichnen
wir mit p, p’, p” ... die simmtlichen in.D aufgehenden Prim-
zahlen, so ist

[/}

P=ypp'p"...
and also
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®- O ()

@/ \p/ \p'/ \p" :

Wir denken uns nun in Bezug auf jede der Primzahlen p, p’, p”...
ein vollstindiges Restsystem (immer mit Ausschluss der Zahlen,
welche = 0 sind) aufgeschrieben; bezeichnet man mit %, k', k”...
beliebige, aus diesen Restsystemen in Bezug auf die Moduln p,

p'yp" ... herausgegriffene, Ind1v1duen 80 wird durch die Con-
gruenzen

m = k (mod. p), m = k' (mod. p'), m = k" (mod. p”) ...
(nach §. 25) eine und nur eine Zahlclasse m in Bezug auf den
Modul P=pp'p" ... bestimmt, welche immer nur relative Prim-
zahlen gegen P enthdlt; und da %, &', k" .. . resp. p — 1, p' — 1,
p"”" — 1... verschiedene Werthe annehmen konnen, so erhilt
man im Ganzen

—D@ —D@"—1D--=9(P)
verschiedene solche Systeme von Congruenzen, durch welche die
simmtlichen ¢ (P) Zahlclassen nach dem Modul P bestimmt wer-
den, die relative Primzahlen zu P enthalten. Je nachdem nun
eine gerade oder ungerade Anzahl der Symbole

k k' k'
& 6 6
den Werth — 1 hat, wird (%) = 4 1 oder = — 1. Es leuch-

tet aber ein, dass beide Fille gleich oft vorkommen werden; fiir
den Fall némlich, dass nur eine einzige Primzahl p in D aufgeht,
ist dies unmittelbar evident, weil unter den Zahlen % gleich viele
Reste und Nichtreste von p sind; und wenn D noch andere Prim-
zahlen p', p”... enthilt, so wird fiir jedes der (p'—1) (p”"—1)..
moglichen Systeme von Werthen, welche den Zahlen %', k"..
beigelegt sind, das Product

O E)-

ein bestimmtes Zeichen haben, und giebt man nun dem % alle
seine p — 1 Werthe, von denen die eine Hilfte die quadratischen
Reste, die andere die quadratischen Nichtreste von p enthilt, so

wird das Product
BEE-
p p [ p n
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ebenso oft, nimlich  (» — 1) mal, den Werth 4 1 wie den Werth
— 1 erhalten, und wiederholt man dasselbe mit allen (' — 1)
(p" — 1) . . moglichen Combinationen von k', k" . . ., so wird

das Product
k kN (k" 'm
&) @) G =G)

ebenso oft, nimlich { ¢ (P) mal, den Werth 4 1, wie den Werth
— 1 annebmen. Die simmtlichen @ (P) Zahlen, welche < P und
relative Primzahlen zu P sind (wo P irgend eine ungerade durch
kein Quadrat theilbare Zahl > 1 bedeutet), zerfallen daher in
zwei Gruppen; die eine Gruppe enthilt die } ¢ (P) Zahlen a, fiir

welche (%) = 1, die andere die } ¢ (P) Zahlen b, fiir welche

(%) — — 1 ist. Dieser Satz lisst sich auch so fassen, dass fiir
jede solche Zahl P stets
m .
= (?> —0

ist, wo der Buchstabe m alle Zahlen durchlaufen muss, die rela-
tive Primzahlen zu P und <C P sind (vergl. Supplemente I. §.116).
Aus dieser Betrachtung folgt nun, dass alle die gesuchten

(positiven ungeraden) Zahlen @, fiir welche (g) = 4 1 ist, in
einer der { ¢ (P) Linearformen

Pz + a
und alle diejenigen, fiir welche <%) = — 1 ist, in einer der
3 9 (P) Linearformen

Pz 4+ b

enthalten sind, wo » eine unbestimmte ganze Zahl bedeutet.

Wie nun in jedem gegebenen Fall die Zahlen ¢ und » am
einfachsten gefunden werden, wird man am besten aus einem Bei-
spiel ersehen. Essei D = 21, also auch P = 21 — 3 . 7; dann
giebt es 12 Zahlen m, welche in der folgenden Tabelle die erste
Horizontalreihe einnehmen,
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m 1 {21458 |10f11|13]16]17]19]20:
E 1+ = +]==+ =+ +]|=|+]|=
)L+ +H]+][ =+ =1+ = +]|=|=|=
FE) L+ =+ ][+ ]| ===+ |+|=|+

in der zweiten Horizontalreihe sind die Vorzeichen von (§> , in

‘der dritten die von ('7’5) angegeben; hieraus ergiebt sich durch
Multiplication die vierte Horizontalreihe, in welcher sich die Vor-
zeichen von (%) finden. Die Zahlen a sind daher

1, 4, 5, 16, 17, 20
und die Zahlen b folgende

2, 8, 10, 11, 13, 19.

Man sieht aber sofort ein, dass man diese Arbeit nur zur Hilfte,
nimlich nur fir die Zahlen m' auszufiihren braucht, welche
<} P sind; denn fiir die iibrigen Zahlen m = P — m' ist

) =(5) - 0e-3)

Endlich kann man auch, ohne auf die Zerlegung der Zahl P in
ihre Primfactoren zuriickzugehen, fiir jede einzelne der Zahlen

m' den Werth (%’> nach §. 47 mit Hiilfe des allgemeinen Reci-

procititssatzes bestimmen.
In unserm Beispiel ergiebt sich daher, dass alle (positiven

ungeraden) Zahlen @, fiir welche (% =1 ist, in den sechs
Reihen

21z 4 1, 4, 5, 16, 17, 20,
und dass alle solche Zahlen @, fiir welche (%‘ — —1 ist, in

den sechs Reihen
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, 21z 4+ 2, 8, 10, 11, 13, 19
enthalten sind. ‘ .

II. D=+ P = 3 (mod. 4).

In diesem Falle wird, wenn @ wieder irgend eine positive
ungerade Zahl bedeutet, welche mit D keinen gemeinschaftlichen
Divisor hat,

(%7 = (= p%k@-1 (%) = (—ph@-D (%)

woraus sich ergiebt, dass bei der Eintheilung siimmtlicher Zah- .

len @ in zwei Classen nicht bloss ibr Verhalten zum Modul P,
sondern auch zum Modul 4 in Betracht zu ziehen ist. Behalten
wir dieselbe Bezeichnungsweise wie im ersten Fall bei, so wird

(% = 4 1 sein, so oft
Q=1 (mod. 4) und @ = a (mod. P)

odc.er

Q =3 (mod. 4) und Q = b (mod. P);
und es wird <%) = — 1 sein, so oft

Q@ =1 (mod. 4) und @ = b (mod. P)
oder

@ = 3 (mod. 4) und @ = a (mod. P).

Nun wird (nach §. 25) jedem dieser vier Congruenzpaare eine
und nur eine Classe von Zahlen nach dem Modul 4 P entsprechen,
welche relative Primzahlen zu 4 P sind; und da die Anzahl so-
wohl der Zahlen a als auch der Zahlen & gleich 1 ¢ (P) ist, so

werden simmtliche Zahlen ¢, fiir welche (%) = 41 ist, in
¢ (P) = } @ (4 P) arithmetischen Reihen von der Form

4 Px + o,
und ebenso werden alle Zahlen @, fiir welche (1@) = — list, in

ebensoviel arithmetischen Reihen von der Form
4Px 4+ 8
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enthalten sein; die Zahlen ¢ und B erschopfen zusammen alle
@ (4 P) Zahlen, die kleiner als 4 P und relative Primzahlen zu
4 P sind.

Ist z. B. D = 4+ P = 15, so sind die relativen Primzahlen
zu 60 zu betrachten :

1, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29;
59, 53, 49, 47, 43, 41, 37, 31;
diese zerfallen in die Zahlen e, nimlich

1, 7,11, 17,
59, 53, 49, 43,

und in die Zahlen §, néimlich

13,19, 23, 29,
47, 41, 37, 31.

. D=+ 2P = 2 (mod. 8).
In diesem Falle ist + P = 1 (mod. 4) und folglich

B-@ED= = @)

ausser der Relation von @ zum Modul P ist daher auch noch die

Relation von @ zum Modul 8 zu betrachten. Es wird (g): +1

sein, wenn
‘ Q=1 (mod. 8) und @ = a (mod. P)
oder
Q = 3 (mod. 8) und @Q = b (mod. P)
oder
Q =5 (mod. 8) und @ = b (mod. P)
oder

Q="7(mod 8 und Q=a (mod. P);

hieraus ergiebt sich (nach §. 25) ahnlich wie in dem vorigen Fall,
dass diese Zahlen @ in 2¢(P) = } ¢ (8 P) arithmetischen Rei-
hen von der Form

8 Pxr 4+ o'
enthalten sind, wihrend aus den vier andern Fillen
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Q=1 (mod. 8) und Q = b (mod. P)

oder :

Q = 3 (mod. 8) und @ = a (mod. P)
oder

Q = 5 (mod. 8) und @Q = a (mod. P)
oder

4Q = 7 (mod. 8)l und @ = b (mod. P)
wieder } ¢ (8 P) arithmetische Reihen von der Form

, 8 Px + B’
entspringen, in welchen alle Zahlen @ enthalten sind, fiir welche
Dy_ _ 1 ist.
Y
Ist z. B. D = — 6, also P = 3, so sind die relativen Prim-

zahlen zu 24 zu betrachten, und man findet leicht wie friiher, dass
die Zahlen «’ folgende :

1, 5, 7, 11
und die Zahlen g’ folgende
23, 19, 17, 13
sind.
IV. D=+ 2P = 6 (mod. 8).
In diesem Fall ist + P = 3 (mod. 4) und folglich

(,g) — (%2) (%P> _ (—)h@=D+%@=D (%>,

aus den vier Féllen
Q=1 (mod. 8) und @ = & (mod. P)
Q = 3 (mod. 8) und @ = a (mod. P)
Q@ =5 (mod. 8) und @ = b (mod. P)
@ =17 (mod. 8) und @ =5 (mod. P)
entspringen j ¢ (8 P) arithmétische Reihen von der Form
‘ 8Pzx + ",

!

welche alle Zahlen @ enthalten, fiir welche (g) =4 1 ist; und
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ebenso sind alle Zahlen @, fiir welche (%) = — 1, in eben so

vielen arithmetischen Reihen von der Form
8Pz + B"
enthalten, welche den vier Fillen
Q=1 (mod. 8) und @ = b (mod. P) ‘
Q@ — 3 (mod. 8) und @Q = b (mod. P) |
Q =5 (mod. 8) und @ = a (mod. P)
Q@ =17 (mod. 8) und @ = a (mod. P)

entsprechen.
Ist z. B. D = 6, also P = 3, so sind
1, 5, 19, 23
die Zahlen «", und
7, 11, 13, 17

die Zahlen B".




Vierter Abschnitt.

Von den quadratischen Formen.

§. 53.

Unter einer Form versteht man in der Zahlentheorie im
Allgemeinen eine ganze rationale Function von Variabeln, deren
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergl §.39). Je nach dem Grade
derselben unterscheidet man lineare, quadratische, cubische For-
men u. 8. w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabeln
spricht man von bindren, terniren Formen u. s. w. Wir werden
uns im Folgenden ausschliesslich mit Ausdriicken von der Form

azx? 4+ 2bzy + cy?
beschiiftigen, wo a, b, ¢ bestimmte, gegebene ganze Zahlen, 2 und
y aber unbestimmte, variabele ganze Zahlen bedeuten; und wir
werden diese homogenen bindren quadratischen Formen, wo kein
Missverstindniss zu besorgen ist, kurz Formen nennen.

Wir haben dem Coefficienten des Productes xzy der beiden
Variabeln gleich die Gestalt einer geraden Zahl 25 gegeben, weil
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte in einer Form
dieser Coefficient eine ungerade Zahl sein, so wiirde es geniigen,
die ganze Form mit 2 zu multipliciren, um diesen Fall auf den
obigen zuriickzufiihren, und aus den Eigenschaften der so erhal-
tenen Form wiirde man mit Leichtigkeit auf die Eigenschaften
der urspriinglichen Form zuriickschliessen konnen.
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Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben,
80 nennt man a denersten, b (nicht 25) den zweiten, ¢ den dritten
Coefficienten ; ‘a und ¢ fasst man wohl auch unter dem gemein-
schaftlichen Namen der dussern Coefficienten zusammen, und
nennt dann b im Gegensatz den mittlern Coefficienten; dhnlich
heisst x die erste, y die sweite Variabele. Eine solche Form be-
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol (a, b, ¢), wenn es
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugeben, von denen
allein die Eigenschaften der Form abhiingen kénnen.

Wir schliessen nun ein fiir alle Mal die Fille aus, in wel-
chen die Form sich in zwei lineare Factoren mit rationalen Coef-
ficienten zerfillen lisst, weil diese eine andere und zwar ein-
fachere Behandlung gestatten. Zunichst folgt hieraus, dass in
den Formen, mit welchen allein wir yns beschiiftigen wollen, kei-
ner der dussern Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner

ax? 4 ’2ba:~y + cy? = % ((ax + by)? — (B — ac) y’)

ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl 5?2 — ¢ nie eine voll-
stindige Quadratzahl sein darf, denn sonst wiirde die Form

azx? 4 2bxy + cy? = ‘
%(az + (b+Vb’—ac)y) (ax + (b — b’——-ac)y)

ein Product aus zwei linearen Factoren mit rationalen Coefficien-
ten sein. Die Zahl 52 — ac, von welcher, wie wir sehen werden,
die Eigenschaften der Form (a, b, ¢) hauptsichlich abhéngen,
heisst die Determinante dieser Form; wir werden sie im Folgen-
den mit dem Buchstaben D bezeichnen. Die unsern Formen
(a, b, ¢) auferlegte Beschrinkung besteht also darin, dass V' D
stets irrational ist.

FEuler hat sich zuerst mit solchen Formen, aber nur von
specieller Natur, beschiftigt; erst Lagrange legte den Grund
zu einer allgemeinen Theorie derselben, die dann spiter von Le-
gendre, vor Allen aber durch Gauss bedeutend vervollstindigt
wurde. :

Ihre Entstehung verdankt die ganze Theorie dem Probleme,
zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene
Form (a, b, ¢) darstellbar ist, d. h. ob es specielle Werthe von z, y
giebt, fiir welche die Form den Werth m erhdlt. Doch ist zur
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vollstiindigen Losung desselhen die Theorie der Tramsformation
erforderlich, mit welcher wir uns daher zuniichst beschiftigen
wollen,

§ 54.

Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen
Geometrie ihre Gestalt indern, wenn ein anderes Coordinaten-
system gewihlt wird, so geht eine quadratische Form (a, b, ¢)
durch Einfithrung zweier neuen Variabeln in eine neue quadra-
tische Form (a', d', ¢') iiber. Sind némlich z, y die Variabeln der
Form (a, b, ¢), und setzt man

@ = ez’ + By, )
y =vaz' + 9y,
wo a, 8, p, 0 vier bestimmte ganze Zahlen, und z', ¥’ die neuen
Variabeln bedeuten, so wird

az? 4+ 2bxy + cy? = a'a’? + 20'2'y’ 4 c'y'2,
und die Coefficienten a', b', ¢’ der neuen quadratischen Form

héingen auf folgende Weise von denen der urspriinglichen Form
und von den vier Coefficienten «, 8, 9, 8 ab:

a' = aa? 4 2bay 4 cy?

b' = aaf + b(ad + By) + cy 8 2)

¢’ =af? + 2086 4 co2.
‘Man driickt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus:
die Form az? + 2bzy + cy? geht durch die Tramsformation
oder Substitution (1) in dieForm a'z'? 4+ 2b'z'y’ 4 ¢'y'? iiber.
Die Zahlen «, 3, ¥, 0 heissen der Reihe nach der erste, sweite,
dritte, vierte Coefficient der Substitution. Da die Wahl der Buch-
staben zur Bezeichnung der Variabeln von ganz untergeordneter
Bedeutung ist, und die Natur der Formen nur von den Coefficien-
ten abhingt, so driickt man sich hiufig noch kiirzer so aus: die

Form (a, b, ¢) geht durch die Substitution (7, 6) in die Form

(a', b', ¢') iiber; und es ist offenbar, dass diese Ausdrucksweise
nicht mehr oder weniger sagt, als dass die drei Gleichungen (2)
Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung der Coefficienten
der Formen sowohl, wie derjenigen der Substitution zu achten;
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behalten wir die eben eingefiihrten Bezeichnungen bei, so miissen
wir z. B. sagen, dass gleichzeitig die Form (a, b, ¢) durch die Sub-

stitution(’g’ ;) in die Form (¢’,%’,a’), ferner dass die Form (¢,b,a)
durch die Substitution( z’ g) in die Form (a', b, ¢'), und endlich

dass die Form (¢, b, a) durch die Substitution (I‘} 07‘) in die Form
H
(¢', b', a') iibergeht.

Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Form (a’, b', ¢)
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (g, b, ¢) dargestellt
werden kann; denn wird die Zahl m durch (a’, ', ¢’) dargestellt,
indem den Variabeln z’, ¥’ die speciellen Werthe »/, s’ ertheilt
werden, so setze man

r=oar' + Bs', s=yr" + 8s',
und es wird die Form (a, b, ¢) dieselbe Zahl m darstellen, sobald
z =r,y = s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: die Form
(a, b, ¢) enthdlt die Form (a', b', ¢'), oder deutlicher: die Form
(@', b, ¢') ist unter der Form (a, b, ¢) enthalten; eben weil simmt-
liche durch (a’, ', ¢') darstellbare Zahlen unter den durch
(a, b, ¢) darstellbaren enthalten sind *).

Von besonderer Wichtigkeit ist die Relation, in welcher die
Determinante

D'=b'r—a'c
der neuen Form zu der der fritheren steht; substituirt man fiir
a',b',¢' ibre Ausdriicke gemiss den Gleichungen (2), so findet
man nach leichten Reductionen
D'=(d—py?1D;
die neue Determinante ist daher stets gleich der alten, multiplicirt
mit einer Quadratzahl ; beide Determinanten haben also auch das-

selbe Vorzeichen. Da wir von vorn herein Formen ausschliessen,
deren Determinanten — O sind, so betrachten wir deshalb auch

nur solche Substitutionen (:’ g), fiir welche die Coefficientenver-
1)

bindung «d — By einen von Null verschiedenen Werth hat.
Hieran kniipft sich jedoch noch eine wichtige Unterscheidung;

*) Ueber die Umkehrung dieses Satzes siehe eine Abhandlung ven
Schering in Liouville’s Journal 1859.
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je nachdem n#mlich dieser Ausdruck ¢d — fy einen positiven
oder negativen Werth hat, soll die Substitution (:’ g) eine eigent-

liche oder uneigentliche heissen, und diese Ausdrucksweise soll
auf die Beziehung zwischen den Formen (a, b, ¢) und (@', b’ ¢')
iibertragen werden, indem wir sagen, dass die Form (a', b’, ¢')
eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, b, ¢) enthalten sei,

je nachdem die Substitution (:’ g), durch welche die letztere in

die erstere iibergeht, eigentlich oder uneigentlich ist. Um Miss-
verstindnisse zu vermeiden, fiigen wir sogleich hinzu, dass eine
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthal-
ten kann; denn es tritt hiufig der Fall ein, dass eine Form ein-
mal durch eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigent-
liche Substitution in eine und dieselbe zweite Form transformirt
wird. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche

Substitution + i’ + g , und ebenso durch die uneigentliche
— b

Substitution i i’ t g in die andere Form (— 5, — 5, 18)
iiber; die erstere enthdlt daher die letztere sowohl eigentlich als
auch uneigentlich.

§. 55.
Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und
nehmen wir an, dass die Form
(al’ bl, cl) p— al xlg + 2b,$'y’ _'_ cIylg
durch eine neue Substitution
x' —_— alxll + ﬂlyll
yl — 7Ix” + alyll
in die Form
(au’ bll, cll) — allwllg + 2|b"x”y" + cllyng

iibergeht, so geht offenbar die erste Form (a, b, ¢) durch die Sube
stitution

rT=a (alxll + ﬁlyll) + ﬂ (ylxll + 6Iyll)
y — 7 (alwll + ﬂlyll) _|_ 6 (7I$H + alyll)
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oder
z=(ac' + By) 2" + (B’ + B3)y"
y=@a' +dy)2" + (yf' + 88 y"
in die dritte Form (a”, 8", ¢”) iiber. Hieraus folgt der Satz:
Enthdlt eine Form eine zweite, diese wieder eine dritte, so ent-

hdlt auch die erste Form die dritte.
Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung

(e’ + By") (¥B' + 88") — (¢f’ + B9') (e’ 4 8y)
mit &, so ist nothwendig die Determinante der dritten Form
D" = &2 D; da aber andererseits

D'=(«d —fy)?D, D"=(a'0" — 'y)2 D',
also auch
D" = (a0 — py)?(«'d' — 'y")? D,
und D von Null verschieden ist, 8o schliessen wir hieraus, dass
§7=(xd — By)? («'8' — B'y")?
ist, und man iiberzeugt sich leicht durch Vergleichung beider
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist:

e= (a0 — ) (&'8' — §'y).
Aus dieser Gleichung (welche einen der einfachsten Sitze der De-

terminantentheorie enthélt) folgt noch eine wesentliche Vervoll-
stindigung des obigen Satzes, nimlich:

Die erste Form enthdlt die dritte eigentlich oder umeigentlich,
ge nachdem die Arten, in welcher die erste die sweite, die sweite die
dritte enthdlt, gleichartig oder ungleichartig sind.

+ Fibrt man in derselben Weise fort und transformirt die
dritte Form in eine vierte, diese in eine fiinfte u. s. f., so ergiebt
sich unmittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Reihe von
Formen jede die nichstfolgende enthilt, so enthélt die erste Form
auch die letzte, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nach-
dem es eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen vorkommt,
dass eine Form die néchstfolgende uneigentlich enthélt.

Die Substitution,durch welche die erste Form unmittelbar in die
letzte transformirt wird, heisst zusammengesetet aus den einzelnen
successiven Substitutionen; um die Zusammensetzung von zwei
Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilen der Bezeichnung
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(8 G o) =G 37, 55 £ 69

bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord-
pung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil
hierdurch auch die resultirende Substitution geindert wiirde. So
ist z. B.

Eo)EnT)=CEats

—1,1 T \—2,—5
+1, 42 <+10 —1, +2\
—1,—3 +2,—3)°

Dagegen ist es bei drei successiven Substitutionen S, S’, S”
gleichgiiltig, ob man erst S und S’ zusammensetzt, und dann das
Resultat S8’ mit S” verbindet, oder ob man S mit dem Resultat
S'S"” der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt ; in
Zeichen:

(S8 8" = 8(S' 8").

Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung;
denn sind (z, ), (', ¥'), (", ¥") und (2", y"') die successiven
Variabeln, so ist es fiir die Ausdriicke von z,y durch 2", y"
gleichgiiltig, ob man die Variabeln z”, y” oder die Variabeln
z', y' als Zwischenglieder einschiebt.

Ferner ist fiir die Folge zu bemerken, dass die Substitution

((1)’ (1)) bei der Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf,
b

da sie keine Aenderung hervorbringt.

§ 56.

Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwei
Formen sich gegenseitig? Offenbar ist dann das System aller
durch die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem Sy-
stem derjenigen Zahlen, welche durch die andere Form darge-

stellt werden konnen. Zwei solche Formen werden wir dquivalent
’

D
f’

als auch %, eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive

nennen. Sind D, D' ihre Determinanten, so muss sowohl
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Zahl sein, und hieraus folgt als eine fiir die Aequivalenz zweier
Formen erforderliche Bedingung, dass ihre Determinanten D und
D’ gleich sein miissen. )

Diese Bedingung ist. aber umgekehrt nicht hinreichend, um
auf die Aequivalenz schliessen zu konnen. Dies ist erst dann ge-
stattet, wenn man ansserdem weiss, dass die eine der beiden For-
men die andere enthilt. In der That, wenn die beiden Formen
(a, b, ¢) und (@', &', ¢') gleiche Determinanten haben, und wenn
ausserdem die erstere durch die Substitution

s = az' + By’
y =7y + 8y’
in die letztere iibergeht, so folgt aus der Relation
D' =(d—pp’D
und der Gleichheit von D’ und D die Gleichung
«d—fy==+1
und hieraus, wenn man zur Abkiirzung ad—fy=-+1=—¢ setat,
' = + 0z — &fy
Yy = — eyz + cay

und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen
Coefficienten die Form (a’, ', ¢) in die Form (a, b, c) iiber; also
gind in der That beide Formen einander #quivalent. Die Sub-
stitutionen ‘

o B + &6, — &f
(o) = (Cop ko)
deren jede die inverse der andern heisst, und durch deren Zu-

sammensetzung immer die Substitution <(l)’ (1)) entsteht, sind of-
. )

fenbar entweder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; je
nachdem das Eine oder das Andere Statt findet, sollen die bei-
den Formen eigentlich oder uneigentlich dquivalent heissen.

Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei dqui-
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution

(:’ g) iibergeht, in welcher «8 — fy=:1 ist, so leuchtet auch
un;gekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige

Dirichlet, Zahlentheorie. 10

-
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Form nothwendig in eine ihr #quivalente transformirt wird; denn
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. Hierin
besteht also die erforderliche und hinreichende Bedingung fiir die
Aequivalenz zweier Formen.

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar,
dass jede Form sich selbst eigentlich dquivalent ist; denn sie

geht durch die eigentliche Substitution <(1)’ (1)) in sich selbst iiber.
bl

Ferner folgt unmittelbar aus dem oben angefiihrten Satz iiber
die Transformation in Bezug auf eine Reihe von Formen folgen-
der analoge Satz iiber die Aequivalenz:

Wenn in einer Reihe von Formen jede der nachstfolgenden
dquivalent ist, so ist die erste auch der letzten dquivalent, und zwar
eigentlich oder umeigentlich, je nachdem die uneigentliche Aequiva-
lenz zweier successiver Formen in dieser Kette eine gerade oder un-
gerade Anzahl von Malen vorkommdt.

§. 57.

Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art dersel-
ben die andere nicht aus; es kommt hdufig der Fall vor, dass
zwei Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich #quiva-
lent sind; in dem weiter oben angefithrten Beispiel sind wirklich
die beiden Formen (3, 13, 18) und (— 5, — 5, 18) eigentlich und
uneigentlich #quivalent; die erstere geht durch die Substitutionen

+1,0 + 1,4+ 2
—1n1) W2 -

in die letztere iiber, und umgekehrt diese in jene durch die in-
versen Substitutionen

1,0 +3 + 2
(L) we (T35
Wenn zwei Formen sowohl eigentlich als uneigentlich dquiva-

lent sind, so ist jede von ihnen sich selbst uneigentlich dquivalent.
Denn, wenn die Form (a, b, ¢) durch jede der beiden Substi-

tutionen
" "
( ’ 6') und (7” gll 9
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in denen ’ ’
a'd! — ﬂ'}" =41, a”"d" — ﬂ"}'" =—1,
in die Form (a', %', ¢) ﬁbergeht, so geht (a', b, ¢’) durch.jede
der beiden inversen Substitutionen .

+6I,_ﬁ A M +ﬁ".
—y, o) "4 (+7 :
in (4, b, c) iiber; und hieraus folgt, dass (a, b, ¢) durch jede der

beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen
Substitutionen

(a:’ ﬁ:> — H, + ﬁll und all’ ﬁll + 61, — ﬁ!

y', 8 + " — " p" o - + o

in sich selbst iibergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch
die uneigentlichen Substitutionen

(PO (FEE_(Fat2

+ 1,+2>(1,0)_ +3, 42
-11_3 111 ——("‘41_‘3
in sich selbst iiber.

Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen; setzt man

nidmlich
o', B\ (— 0", + " , B
(o) (G Ter) = (%),
8o findet man zunéchst .
“"1 ﬁ, +8'1_ﬂ _6a+ﬂ
(1/",6" (__ "o =(+}’,-—0‘ ’
und wir haben daher, um die Identitit dieser beiden Substitutio-

nen nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder uneigent-

lichen Substitution (;’ g), durch welche eine Form in gich selbst

" o__
]

und

iibergeht, stets der erste und vierte Coefficient einander gleich,
aber entgegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf folgende
Weise. Wenn die Form (a, b, ¢) durch die uneigentliche Substi-

tution (;’ g) in sich selbst iibergehf, 8o ist
10°*
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ac? + 2be +cy)y=a
acp + b(ed 4+ py) + cyd=1>
ad —pfy=—1

Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten
gemiiss By durch «d 4 1 ersetzt, in folgende iiber: -

acf + (2ba + cy)d = 0;

eliminirt man aus dieser und aus der ersten jemer drei Gleichun-
gen die Grosse 2ba + ¢y, so erhilt man, wenn man den Factor
a wegwirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Deter-
minante D) eine Quadratzahl wire), die Relation

(“2 - 1) 0= aﬁ?a

woraus mit Riicksicht auf a8 — By = — 1 wirklich folgt, dass
0 =— — a ist, was zu beweisen war.

§. 58.

Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form
(a, b, ¢) in sich selbst iibergeht, ist daher nothwendig yon der

Form (:’ + f‘ , und es ist also gleichzeitig «® 4 By = 1. Von
, —

besonderm Interesse ist der specielle Fall y — 0; dann ist « =
+ 1 und entsprechend 4+ af = 2b; eine solche Form, deren
doppelter mittlerer Coefficient durch den ersten theilbar ist, heisst
eine forma anceps. Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede
forma anceps sich selbst uneigentlich dquivalent ist; denn wenn
(@, b, ¢) eine solche Form, und also 2b=ap ist, so geht (a, b, ¢)
wirklich durch die uneigentliche Substitution <(1)’ i 113) in sich
selbst iiber. Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer
forma anceps dquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte
Sate: ‘

Wenn eine Form sich selbst uneigentlich dquivalent ist, so giebt
es stets eine thr dquivalente forma anceps.

Beweis. Es sei ¢ eine solche Form, welche durch die un-

eigentliche Substitution (:’ + g ) in sich selbst iibergeht; ist
. '
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y = 0, so wissen wir, dass ¢ selbst eine forma anceps und folg-
lich der Satz richtig ist. Ist aber p von Null verschieden, so su-

chen wir eine eigentliche Substitution <f"’ s), durch welche die

Form ¢ in eine ibr dquivalente forma anceps iibergeht, die wir
mit ¥ bezeichnen wollen. Da also A¢ — pv = + 1, und folg-
+ o —u
—, + 1
so muss ¥ durch die offenbar uneigentliche, aus den drei succes-
given Substitutionen

+ 0 — U (av + ﬁ) (

—v, + 1)

zusammengesetzte Substitution in sich selbst iibergehen. Der
dritte Coefficient dieser Substitution ist

yA? — 2adv — B2,

lich ¥ durch die inverse Substitution in @ iibergeht,

und es kommt nur darauf an, zwei relative Primzahlen 4, v so zu
bestimmen, dass dieser Coefficient — 0 wird; denn dann ist ¢
eine forma anceps. Diese Forderung reducirt sich, wenn man
mit p multiplicirt und bedenkt, dass «? 4+ fy = 1 ist, auf die

folgende:
A et
(YA — av)? — v3 = 0; = ; ;
da unserer Annahme nach p von Null verschieden ist, so kann

man also 4 und » dieser Forderung gemiss bestimmen, und zwar

1 .
auf seine

o . o
als relative Primzahlen, wenn man den Bruch —

kleinste Benennung % bringt. Dies Letztere ist erforderlich, weil

ja die vier Coefficienten 4, u, v, ¢ der Gleichung A¢ — uv =1
geniigen miissen. Sobald nun 4 und » auf dem angegebenen Wege
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare
fiir ¢ und p (nach §. 24) finden, welche diese letzte Forderung erfiil-

len. Auf diese Weise ist also wirklich aus (Z’ + ﬁ ) eine eigent-
, —

liche Substitution (ﬁ’ z ) gefunden, welche die gegebene Form ¢

in eine ihr dquivalente forma anceps ¢ transformirt, und hijer-
durch der obige Satz bewiesen.
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Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche
durch die uneigentliche Substitution +3,+2 in sich selbst

—4,— 3
iibergeht; wir haben also nur
A_3+1
v~ —1

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A=+1, v=T1
zu setzen, und entsprechend ¢ + g = + 1. Nehmen wir die
obern Zeichen und ¢ = 1, p = 0, so erhalten wir die Substitution

+1,0

L1 durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die

Form (3 13, 18) in die Form (— 5, — b, 18) iibergeht, welche in
der That eine forma anceps ist.

Ferner: Die Form (7, 1, — 1) geht durch die uneigentliche

Substitution +2 3 »+ 1 9 in sich selbst iiber; in diesem Fall ha-
, —

ben wir also

A 241

v =3
zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere
Zeichen, so konnen wir wieder A=1, v=— 1, ¢=1, p =0

getzen; und in der That geht die Form (7, 1, — 1) durch die
Substitution <+ }’ (1)) in die forma anceps (4, 2, — 1) iiber.
- b

8. 59.

Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und
beschéiftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen
Aequivalenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wenn
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird; ebenso wird unter
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan-
den werden. Die beiden Hauptprobleme in der Theorie der
Aequivalenz sind die folgenden:

L Zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen von gleicher De-
terminante dquivalent sind oder nicht.

II. Allc Substitutionen zu finden, durch welche die eine von
&wei gegebenen dquivalenten Formen in die andere tibergeht.
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Es wird aber gut sein, die Beschiftigung mit diesen beiden
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wie die Theo-
rie der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen voll-
stindig auf dieselben zuriickgefiihrt werden kann; und so schicken
wir im Folgenden einige Hauptsitze dieser Theorie voraus.

Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwihnt
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form
(a, b, ¢), wenn es zwei ganze Zahlen r, s von der Beschaffenheit
giebt, dass

ard 4+ 2brs + cs?=m 1)

wird. Wir konnen uns aber zunichst auf solche Darstellungen
(r, s) beschrinken, in welchen die beiden darstellenden Zahlen
r, s relative Primzahlen sind; denn ist & der grosste gemeinschaft-
liche Divisor von 7 und s, so ist m nothwendig theilbar durch 812;
setzt man nun » = ¢'4, s — 8’0 und m — m'd% so wird m’ of-
fenbar durch die Form (a, b, ¢) dargestellt, wenn »' und s’ als
darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letztern
relative Primzahlen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald
alle Darstellungen der Zahlen in relativen Primzahlen bekannt
sind, hieraus die iibrigen Darstellungen leicht gefunden werden
konnen. Wir schliessen daher die letztern von unserer Betrach-
tung ganz aus, und setzen also fest, dass die darstellenden Zahlen
7, s keinen gemeinschaftlichen Divisor haben.

Es sei nun (a, b, ¢) eine bestimmte Form, D — b2 — ac ihre
Determinante, m eine bestimmte durch sie darstellbare Zahl, und
7, s die darstellenden Zahlen. Da die letztern relative Primzah-
len sind, so giebt es (nach §§.22,24) immer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen g, 6, welche der unbestimmten Gleichung er-
sten Grades

ré6 —sp=+1 ©)
Geniige leisten. Wir wihlen ein solches Paar aus, und transfor-
miren die darstellende Form (a, b, ¢) durch die Substitution (:’ ﬁ);

da die vier Substitutions-Coefficienten der Gleichung (2) genii-
gen, so ist die neu entstehende Form der gegebenen nothwendig
#iquivalent; beide haben daher dieselbe Determinante D. Fiihrt
man die Transformation wirklich aus, so ergiebt sich vermige
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der Gleichung (1), dass m der erste Coefficient der neuen Form
wird; bezeichnen wir den zweiten mit %, so finden wir

n=uare + b(rd + se) + cso. 3)

Den dritten Coefficienten ! brauchen wir nicht auszurechnen;
denn da wir aus (2) schon wissen, dass die Determinante
n?—ml der neuen Form — D ist, so ergiebt sich der dritte Coef-
ficient

Die Form (a, b, ¢) geht also durch die Substitution (:’ ﬁ) in die

dquivalente Form (m, n, l) iiber. Da pun der letzte Coefficient
der neuen Form nothwendig eine ganze Zahl, also n2 — D
durch m theilbar ist, so folgt, dass D quadratischer Rest von m,
und » eine ‘Wurzel der Congruenz

2? = D (mod. m) 4)

ist.
Sehen wir jetzt nach, was fiir Aenderungen eintreten, wenn
wir statt der bestimmten Auflésung o, 6 der Gleichung (2) irgend

eine andere ¢’, ¢’ wihlen. Subtrahirt man die beiden Gleichun-
gen

r6 —sg =1, ré' —sp'=1
von einander, so ergiebt sich
r(e' — o)== s(e' — o)

da nun r und s relative Primzahlen sind, so muss ¢’ — ¢ durch
r theilbar sein; nennen wir den Quotienten », so folgt

o =9 +rv, 6 =06 + sv;

alle denkbaren Auflosungen g’, ¢’ sind daher in diesen Formeln
enthalten, in welchen v eine beliebige positive oder negative Zahl
bedeutet; und umgekehrt jedem beliebigen Werthe von v ent-
sprechen zwei Zahlen g¢’, 6’, welche der Gleichung geniigen. Dies
gilt selbst dann noch, wenn eine der beiden Zahlen r, s gleich
Null und folglich die andere — 4 1 ist.

Transformiren wir nun die Form (a, b, ¢) durch eine solche
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Substitution (:’ :, , 80 wird der erste Coefficient der neuen #qui-

valenten Form nothwendig wieder = m, der mittlere
n' =are' + b(ro’ + s¢’) + ¢sd’;

substituirt man hierin fiir ¢/, 6’ die obigen Ausdriicke, so wird
mit Beriicksichtigung der Gleichung (1)

n' =mn 4+ mo, also n' = n (mod. m). (5)

Hieraus folgt, dass alle Wurzeln »n’ der Congruenz (4), welche
auf diese Weise aus einer Darstellung (r, s) der Zahl m durch
die Form (a, b, c¢) abgeleitet werden konnen, die simmtlichen In-
dividuen einer und derselben Zahlclasse = » nach dem Modulus
m sind, also nur eine und dieselbe Wurzel der Congruenz (4) bil-
den; jedes Individuum %' dieser Zahlclasse wird, wenn v alle
ganzen Zahlen durchlduft, d. h. wenn man der Reihe nach alle
Auflésungen der Gleichung (2) betrachtet, ein Mal und auch nur
ein Mal erzeugt. Man sagt daher, die Darstellung (r, s) der Zahl
m gehire zu dieser Wurzel = n der Congruenz (4), weil durch
den angegebenen Process nur diese und keine andere Wurzel der-
selben zum Vorschein kommt.

Fassen wir das Bisherige in der folgenden umgekehrten Be-
trachtung zusammen:

Erstens : Damit eine Zahl m darstellbar sei durch eine Form
(a, b, ¢) von der Determinante D), ist erforderlich die Moglichkeit
der Congruenz z2 = D (mod. m), d. h. dass D quadratischer Rest
von m sei. — Denn wir haben gesehen, dass die Annahme der
Darstellbarkeit mit Nothwendigkeit zu dieser Folgerung fiihrt.

Zweitens: Ist dann n irgend eine Wurzel der Congruenz
2? = D (mod. m), und zwar n?—D=ml, so muss, wenn eine
Darstellung von m durch die Form (a, b, ¢) existiren soll, welche
zu dieser Wurzel » gehort, nothwendig die Form (a, b,¢) der Form
(m, n, 1) aequivalent sein. — Denn wenn die Darstellung (r, s) zu
der Wurzel gehort, von welcher » ein bestimmter Représentant
ist, so giebt es, wie sich gezeigt hat, unter den simmtlichen
Losungen der Gleichung r6 — sg = 1 eine und nur eine solche,
fiir welche der Ausdruck

are + b (r6 + s@) + cso
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genau dem vorgeschriebenen Reprisentanten n der Wurzel gleich
wird; und folglich ist dann (: z) eine Substitution, durch welche
(a, b, ¢) in (m, n, ) iibergeht.

Hieraus sehen wir, dass vor der Behandlung der Darstellung
das erste Problem der Theorie der Aequivalenz vollstindig ge-
16st sein muss: zu entscheiden, ob zwei Formen (a, b, ¢) und
(m, n, 1) von gleicher Determinante D iquivalent sind oder
nicht,

Drittens: Sind die Formen (a, b, ¢) und (m, n, I) wirklich
#quivalent, und ist :’ﬁ irgend eine Substitution, durch

welche die erstere in die letztere ﬁbergeht, so bilden der erste und
dritte Coefficient derselben in der That eine Darstellung (r, s) der
Zahl m durch die Form (a, b, c), welche zu der Wurzel » gehort;

und indem man alle solche Substitutionen (:’ (;) sucht, findet
)

man auch alle zur Wurzel n gehérigen Darstellungen der Zahl m
durch die Form (a, b, ¢), und jede nur ein einziges Mal. — Denn

ist (:’ ﬁ) eine solche Substitution, also in Folge der Aequivalenz
\ .

r6 — sp == + 1, so sind r und s relative Primzahlen; ferner ist
dann m = ar? 4 2brs + ¢s? also ist (r,s) eine Darstellung der
Zahl m durch die Form (a, b, c), welche in Folge der Gleichungen

r6 —sp =1, n—=are + b(rd + s¢) + cso

zu derjenigen Wurzel der Congruenz 22 = D (mod. m) gehort,

von welcher # ein Reprisentant ist. Sind ferner (:’ ﬁ) und

’
<:,’ g:) zwei verschiedene solche Substitutionen, so ist ganz ge-

wiss nicht gleichzeitig ' = r und s’ = s; denn sonst wire
o' = o + rv,6' = 6 + sv, folglich der mittlere Coefficient der
neuen Form — »n 4 mv und also v=0, da ja der mittlere Coef-
ficient = # ist; mithin wére auch ¢’ = ¢ und 6’ = 6, und folg-
lich wiren die beiden Substitutionen gar nicht verschieden; also
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s’ o'

auch zwei verschiedene Darstellungen (7, s) und (r/, s’) der Zahl
m; jede solche Darstellung wird also héchstens einmal erzeugt.
Aber jede solche Darstellung (r, s), welche zu der Wurzel n ge-
hort, wird auch wirklich erzeugt; denn ist (r, s) wirklich eine
solche, so konnen, wie schon oben bemerkt ist, o, 6 stets so ge-

wihlt werden, dass (a, b, ¢) durch die Substitution (:’ ﬁ) ge-

nau in die Form (m, n, 1) iibergeht, deren mittlerer Coefficient
der vorgeschriebene Repriisentant » dieser Wurzel ist. — Um
daher alle zu einer Wurzel n der Congruenz 22 = D (mod. m)
gehorenden Darstellungen (r, s) der Zahl m durch die Form
(@,b,¢) zu finden, muss auch das zweite Problem der Theorie der

entsprechen zwei verschiedenen Substitutionen (:’ ﬁ) und
)

Aequivalenz vollstéindig gelost sein: alle Substitutionen <:’ z) zu

finden, durch welche eine Eorm (a, b, ¢) in eine ihr #quivalente
Form (m, n, 1) iibergeht,

§. 60.

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon
iiberzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung
vollstdndig auf die beiden im vorigen Paragraph erwihnten Pro-
bleme der Lehre von der Aequivalenz zuriickgefiihrt werden kann,
8o wenden wir uns nun zu der Losung derselben. Das erstere, zu
erkennen, ob zwei Formen von gleicher Determinante diquivalent
sind oder nicht, erfordert ganz -verschiedene Methoden, je nach-
dem die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fillen
ist aber die Losung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der
beiden Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Trans-
formation der einen in die andere gefunden wird. Da also bei
zwei wirklich &quivalenten Formen immer eine solche Transfor-
mation durch die Losung der ersten Aufgabe gefunden ist, so be-
steht das zweite Problem nur noch darin, aus einer solchen Trans-
formation alle andern zu finden; und da die Losung desselben
zuniichst nicht von dem Vorzeichen der Determinante abhéngt,
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sondern fiir positive wie fiir negative Determinanten Anfangs eine
gleichmiissige Behandlung zuldsst, so stellen wir es dem andern
voran.

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution L, durch
welche eine Form ¢ in eine Zquivalente Form ¢ iibergeht, alle
Substitutionen S zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir
konnen dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren,
in welchem beide Formen identisch sind. Denn gesetzt, wir ken-
nen alle Substitutionen 7, durch welche die Form ¢ in sich selbst
iibergeht, so geht @ offenbar durch alle Substitutionen 7L — so
bezeichnen wir die aus den successiven Substitutionen 7 und L
zusammengesetzte Substitution — in die andere Form v iiber,
wenn fiir 7 der Reihe nach die verschiedenen Substitutionen ge-
setzt werden, durch welche @ in sich selbst iibergeht. Alle diese
Substitutionen 7'L gehoren also zu den gesuchten Substitutionen
S. Jetzt behaupten wir auch umgekehrt, dass auf diese Weise
alle Substitutionen S erzeugt werden, und jede nur ein einziges
Mal; denn bezeichnen wir mit L’ die inverse Substitution von I
(durch welche also die Form v in die Form ¢ zuriickkehrt), so
ist jede in der Form S L' enthaltene Substitution eine solche, durch
welche die Form ¢ in sich selbst iibergeht, und gehort mithin zu
den mit 7' bezeichneten Substitutionen, so dass wir SL' = T
setzen konnen. Da nun die aus L’ und L zusammengesetzte Sub-

stitution L' = ((1) ‘1)) ist, so folgt hieraus SL'L = § = TL,

also wird wirklich jede Substitution S auf die angegebene Art er-
zeugt. Dass endlich jede Substitution S nur ein einziges Mal er-
zeugt wird, leuchtet hieraus ebenfalls ein; ist nimlich 7L — S,
go ist T — SL', also ist die Substitution 7, durch welche eine
bestimmte Substitution S erzeugt wird, immer eine vollkommen
bestimmte, so dass zwei verschiedene Substitutionen 7 auch zwei
verschiedene Substitutionen S erzeugen.

Da also der Complex der Substitutionen S vollstindig mit
dem Complex der Substitutionen T'L iibereinstimmt, wo L die ge-
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form ¢ in die
aquivalente Form ¢ iibergeht, so kommt es nur noch darauf an, alle
Substitutionen 7' zu finden; unser Problem ist daher auf das
folgende zuriickgefiihrt:
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Alle Substitutionen su finden, durch welche eine Form in sich
selbst wbergeht.

Wir beschriinken uns bei der Losung dieser Aufgabe auf so-
genannte wurspriingliche oder primitive Formen ¢ oder (a,b,c), d. h.
solche Formen, in welchen die drei Coefficienten a, b, ¢ keinen ge-
meinschaftlichen Divisor haben, und wir diirfen uns dies ohne we-
sentliche Einschrinkung der Allgemeinheit erlauben. Sind nim-
lich (a, b, ¢) und (a', b', ¢') irgend zwei dquivalente Formen, so er-
hellt aus den Formeln des §. 54, dass jeder gemeinschaftliche
Theiler der drei Zahlen a, b, ¢ auch gemeinschaftlicher Theiler
der drei Zahlen a’, b, ¢’ ist; und da in Folge der Aequivalenz
auch die Coefficienten a, b, ¢ ganz #dhnlich durch a’, b’, ¢ ausge-
driickt werden konnen, so leuchtet ein, dass beide Gruppen von
Coefficienten dieselben gemeinschaftlichen, also auch denselben
grossten gemeinschaftlichen Theiler m haben. Jede Substitution,
durch welche (a, b, ¢) in (a’, b’, ¢’) iibergeht, transformirt nun auch
die urspriingliche Form 3, —I-’—, £ — deren Determinante

m’' m’ m
’ ’ ’
= 22 ist — in die ebenfalls urspriingliche Form a —b—, L
m m’m’' m
und umgekehrt; wir brauchen uns daher nur mit urspriinglichen
Formen zu beschiftigen. Die nicht urspriingliche Form (a, b, c)
heisst derivirt aus der urspriinglichen Form (i, i, L)
m' m’ m

Wir zerfillen ferner simmtliche urspriingliche Formen (g, b,¢)
in zwei Arien, je nach dem grossten gemeinschaftlichen Divisor o
der drei Zahlen a, 25, ¢, welcher entweder — 1 oder = 2 ist;
denn ginge ¢ nicht in 2 auf, so hitten die Zahlen a, b, ¢ einen
grossern gemeinschaftlichen Divisor als 1, und folglich wire die
Form keine urspriingliche, Ist mindestens einer der beiden #us-
sern Coefficienten a und ¢ ungerade, so ist 6 = 1 und dann heisst
(@, b, ¢) eine Form der ersten Art (forma proprie primitiva oder
forma propria nach Gauss); sind die beiden &dussern Coefficienten
a und ¢ gleichzeitig gerade, so ist 6 — 2 und dann heisst (g, b, ¢)
eine Form der sweiten Art (forma improprie primitiva oder forma
tmpropria nach Gauss). Im letztern Fall ist nothwendig b unge-
rade (weil sonst die Form nicht urspriinglich wére) und folglich
die Determinante D — % — ac =1 (mod. 4). Wir behandeln
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aber beide Fille zugleich, indem wir den Buchstaben ¢ als Zei-
chen fiir den grissten gemeinschaftlichen Divisor von a, 25, ¢
beibehalten.

§. 61.

Es sei nun (:’ ::) irgend eine Substitution, durch welche die
)

urspriingliche Form (a, b, ¢) der eten Art in sich selbst iibergeht,
8o ist zunéchst

o —pr =1 @

und ferner (nach §. 54)
ak? + 2bAv 4+ cv? = a; )
aip + b (he + pv) 4+ cve = b; 3

da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (a, b, ¢) in eine
dquivalente Form iibergeht, deren erster und zweiter Coefficient
a und b sind, so ist der letzte Coefficient ¢’ der neuen Form we-
gen der Gleichheit der Determinanten nothwendig = ¢; und folg-

lich driicken diese Gleichungen vollstindig aus, dass (:',’ ::) eine

Substitution der verlangten Art ist (dies wiirde nicht ebenso voll-
standig geschehen, wenn man die Gleichung ¢ — pv = 1 durch
die andere Gleichung au? + 2bug 4+ co? — ¢ ersetzen wollte;
denn dann wiirde man riickwirts nur schliessen konnen, dass
Ag — puv = 11 ist).

Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe-
kannten 4, g, v, o auf folgende Weise.

Wird ¢ durch v 4 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3)
die Form
' aip + 2buv + cvp =20
an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt ein-

mal 25, dann ¢, so erhilt man unter Beriicksichtigung der Glei-
chung (1) die beiden folgenden:
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ag +cv=0;a (A —9) + 2bv=0.

Da a von 0 verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl
wire), so kann man v — ay setzen, wo ¢ eine rationale (ganze
oder gebrochene) Zahl bedeutet; hierdurch gehen die beiden letz-
ten Gleichungen in die drei folgenden iiber

v=ayp, p=—c¥, L — 9= —2by;
schreibt man sie in .der Form

25
i

a c
V—F‘Gw, l"=—?’6¢1 l_9=— -6y,

80 ergiebt sich, dass 6y eine ganze Zahl sein muss; denn hatte
diese Zahl, auf ihre kleinste Benennung gebracht, einen von 1
verschiedenen Nenner, so miisste derselbe, da v, g und 4 —p

ganze Zahlen sein sollen, nothwendig in jeder der drei Zahlen %;

% und 26!’ aufgehen, was unmoglich ist, da diese den grossten ge-
meinschaftlichen Divisor 1 haben. Wir konnen daher
a c. 20

W:;u, y:—gu, 1—0:——6“ (4)

setzen, worin % eine neue unbekannté, aber ganze Zahl bedeutet.
Setzen wir diese Ausdriicke fiir g und » in die Gleichung (1), so
erhalten wir

ac
AQ = — 6—2 - u? + 1,
und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck fiir

A — ¢ die Gleichung

4 (Ds :
* + 9)2= (1_9)2+419=%:i6_2)
oder

(M}Q = Du? 4 a2.

ET

jedenfalls eine ganze

Hieraus ergiebt sich, dass s 2‘*‘ )

Zahl sein muss, die wir mit ¢ bezeichnen wollen, so dass
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l-}—g:%t und {2 = Du? 4 o2 (5)
ist.
Wir konnen die vorstehende Untersuchung mit Riicksicht auf
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen:
5t (b 5) eine Substitution, durch welche die urspriimgliche

Form (a, b, ¢) der 6ten Art und von der Determinante D in sich
selbst dibergeht, so ist stets

t — bu cu
A ¢ ’ ° a
au t 4+ bu )
v="2 0 ="

wo t, w swei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmien Glei-
chung

t? — Du? = 62 @

Geniige leisten.

Aber dieser Satz lisst sich auch umkehren:

Sind t, u zwei ganze der Gleichung (1I) gendigende Zahlen, so
sind die durch die Gleichungen (1) bestimmten Zahlen A,pu,v,o die

ganzzahligen Coefficienten einer Substitution (f',’ :), durch welche

die Form (a,b,c) in sich selbst iibergeht.

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zunichst ist zu be-
weisen, dass i,u,v, ¢ auch dann ganze Zahlen werden, wenn ¢ =2
ist (wenn 6 = 1, versteht sich dies von selbst); da in diesem Fall
a und ¢ gerade sind, so sind ¥ und g ganze Zahlen; da ferner b
ungerade, und folglich D = b? — a¢ =1 (mod. 4) ist, so sind
irgend zwei der Gleichung ¢? — Du? = 4 geniigende Zahlen ¢,
entweder beide gerade oder beide ungerade; in beiden Fillen sind
t — bu und ¢ 4 bu gerade, und folglich 4 und ¢ ganze Zahlen.

‘Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man
leicht durch wirkliche Substitution der Ausdriicke (I) unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationen (1),
(2) und (3) identisch erfiillt sind, dass also in der That die Form

(a, b, ¢) durch die Substitution (:’ ‘;’) in sich selbst iibergeht.
)

Aus jeder bekannten Substitution (ﬁ’ ::) kann daher (z. B.
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durch die Gleichungén t = &;—0), u = 67:) eine Auflésung

t, 4 der Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist
aber wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutio-
nen auch zwei verschiedene Auflosungen der Gleichung (II) ent-
sprechen, und umgekehrt zwei verschiedenen Auflésungen der
Gleichung (IT) auch zwei verschiedene Transformationen der Form
(a, b, ¢) in sich selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig,
dass gegebenen Werthen {, « ein und nur ein System von Wer-
then 4, u, v, ¢, und umgekehrt gegebenen Werthen von 1, g, v, o
ein und nur ein System von Werthen £, 4 entspricht.

Hiemit ist also unser Problem nicht vollstindig geldst, son-
dern nur auf das andere reducirt:

Alle ganzzahligen Auflosungen der unbestimmiten Gleichung (IT)
2u finden.
~ Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit
dar, sobald die Determinante D negativ ist. Wenn nimlich 4 ihr
absoluter Werth, also D = — 4 ist, so hat die Gleichung (II)

t2 + du? = ¢?

nur eine endliche Anzahl von Auflésungen ¢, #; und zwar ist
1) bei Formen der ersten Art (6 = 1) die Anzahl der Aufl6-
sungen der Gleichung

t2 + du2 =1

immer = 2, sobald 4 > 1 ist; diese Auflésungen sind offenbar

t=+4+1, 4u=0 und t =—1, u = 0;

hieraus folgt, dass
1’ 0 - 1, 0
(o, p) und (o, —1

auch die beiden einzigen Substitutionen sind, durch welche eine
urspriingliche Form von negativer Determinante — 4 (wo 4>>1)
und von der ersten Art in sich selbst iibergeht. Im Fall 4 =1
ist aber die Anzahl der Auflosungen = 4; diese sind

t=1, u=0; t=—1, u=0;
t=0,u=1; t=0, u=—1;

und folglich sind

Dirichlet, Zahlentheorie. I
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@ Co-)

—b, —c\. [+ +¢
<+a',+b ’ —a,—b

die vier einzigen Substitutionen, durch welche eine Form (a, b, ¢),
in welcher 52 — a¢ = — 1 ist, in sich selbst iibergeht.

2) Bei Formen der zweiten Art, fiir welche 6 =2, D=1
(mod. 4) und folglich 4 = 3 (mod. 4), ist die Anzahl der Aufl6-
sungen der Gleichung

‘ 2 4 dus =4
stets — 2, so oft 4 > 3; diese sind
' t—2 u=—20; und t = — 2, u=0;

die hieraus resultirenden Substitutionen

1,0 —1, O
<01 1 und ( 0, - 1)
sind die beiden einzigen, durch welche -eine solche Form in sich

selbst iibergeht. Im Fall 4 — 3 ist aber die Anzahl der Aufl6-
sungen — 6; diese sind

t=+2,u=0Gt=+lLu=+1¢t=+1, u=—1;
l=—2,u=0t=—lu=—11t=—1 u=+1;

und die hieraus resultirenden Substitutionen

@ CORaiy) CHF” i)
3] 1 1
o1 (TN L) CUI 1l

gind die einzigen, durch welche eine Form (a,, ¢), in welcher
b2 — ac = — 3 und a und ¢ gerade sind, in sich selbst iiber-
geht. :

§ 62.

Bei weitem schwieriger ist die Theorie der Gleichung (II) fiir
den Fall einer positiven Determinante D, und hierin zexgt sich

o
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zuerst die grosse Verschiedenheit in der Natur der Formen von
positiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen da-
her diese Untersuchung fiir jetzt fallen, um sie spiter (in §. 83)
wieder aufzunehmen, nachdem das andere in §. 59 erwihnte Pro-
" blem der Lehre von der Aequivalenz seine Losung gefunden ha-
ben wird. Auch bei diesem stellt sich etwas Aehnliches heraus,
indem es durchaus nothwendig wird, die Formen von positiver
und negativer Determinante vollstindig gesondert zu behandeln;
und da auch hier die Formen von negativer Determinante weit

weniger Schwierigkeiten darbieten, so behandeln wir diese zu-
néchst.

Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, schi-
cken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichmissig auf
Formen von positiver wie von negativer Determinante bezieht.
Offenbar geht eine Form (a,b,a’), in welcher wir absichtlich den
letzten Coefficienten nicht mit ¢, sondern mit a’ bezeichnen, durch

eine Substitution von der Form ( (1)’ ‘15) in eine #quivalente
— b
Form iiber, deren Coefficienten
a, b =—>b—a'd, a"=a 4 268 + a'd?

sind; diese Form (a’, %', a”) soll der Form (a, b, a') nach
rechis benachbart, und ebenso soll die letztere (a, b, a’) der an-
dern (a’, b, a") nach links benachbart heissen. Das Charakteri-
stische der Beziehung zweier solcher benachbarter Formen ¢ und
@' besteht erstens darin, dass sie dieselbe Determinante haben,
zweitens, dass der letzte Coefficient o’ der einen Form ¢ zugleich
der erste Coefficient der andern Form ¢’ ist, drittens, dass die
Summe ihrer mittlern Coefficienten b 4+ b’ durch diesen gemein-
schaftlichen Coefficienten a' theilbar ist. Denn haben zwei For-
men ¢ und ¢’ diese drei Eigenschaften, und setzt man b 4 b’
= —a'd, so geht in der That die Form ¢ durch die Substitution

0, 1
(_ 11 )
in eine neue Form iiber, deren erste beide Coefficienten a’, b’ mit
denen der Form ¢’ iibereinstimmen; und da die neue Form jeden-
falls der Form ¢ #quivalent ist, also auch dieselbe Determinante
wie @ und folglich auch wie @’ hat, so muss sie mit ¢’ identisch
11+
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gein. — Beildufig ergiebt sich aus dieser Charakteristik des Be-
griffis auch folgender spiter (§. 77) zu benutzende Satz: Ist
('a, 'b,a) der Form (a,b,a’) nach links benachbart, so ist (a,'?,'a)
der Form (a’,b,a) nach rechts benachbart.

§. 63.

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegebene
Formen von gleicher negativer Determinante D — — 4 iqui-
valent sind oder nicht. Zunichst ist zu bemerken, dass die bei-
den #usseren Coefficienten a und ¢ einer solchen Form

o —az? 4 2bzy + cy?

nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da a¢c = b2 + A ist; da
ferner

ap = (az + by)? + 4dy?

ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form ¢ darstellbaren Zah-
len dasselbe Vorzeichen haben wie @ und ¢. Sind daher (a, b,¢)
und (a’, b’, ¢') dquivalente Formen, so haben die #ussern Coeffi-
" cienten a’, ¢’ der letztern Form dasselbe Zeichen wie die der er-
stern. Da ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Formen
auch die der beiden Formen (—a, — b, —¢) und (—a',—bd',—¢')
folgt, so konnen wir uns im Folgenden auf die Betrachtung sol-
cher Formen von negativer Determinante beschrinken, in welchen
die beiden dusseren Coefficienten das positive Vorzeichen haben.
Um nun iiber die Aequivalenz zweier Formen dieser Art zu
entscheiden, vergleicht man sie nicht direct mit einander, sondern
mit sogenannten reducirten Formen. Man nennt eine Form
(4,B,0) von negativer Determinante (und positiven #ussern Coef-
ficienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient C nicht klei-
ner ist als der erste A, und der erste A wieder nicht kleiner als
der absolute Werth des doppelten mittlern Coefficienten 2 B, in
Zeichen, wenn

C=A>2(B)

ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll. Wir be-
weisen nun zunichst folgenden Satz:
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Jede Form von negativer Determinante ist eimer reducirien
Form dquivalent.

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form (a,,a")
nach rechts benachbarten Formen (a’,4’,a"); unter diesen wird
es immer eine (bisweilen auch zwei) geben, in welchen wenigstens
die eine Bedingung a' = 2(%’) erfiillt ist. Denn unter allen mit
— b nach dem Modul a’ congruenten Zahlen giebt es eine &', de-
ren absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenig-
stens nicht grosser als }a'ist (falls a’ gerade und b = } o’
(mod. a') ist, wiirde es zwei solche Zahlen b’ geben, nimlich
+ 1 a'), so dass jedenfalls b’ = — b (mod. a’) und ausserdem
2(b") <a' ist. Ist b’ auf diese Weise gefunden, und b + b’ ==—a'9,
so geht die Form (a,b,a’) durch die Substitution

(-1
-1 9
in die nach rechts benachbarte Form (a',d’,¢") iiber, in welcher
2(b') < o' ist. Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt, dass

a' < a" ist, so ist (a',0’,a") eine reducirte Form und der Process
geschlossen. Findet sich aber, dass das Gegentheil

a > a"

Statt findet, so ist (a’,0',a¢”) noch keine reducirte Form. Mit die-
ser verfahre man ebenso wie mit (a,5,a’), d. h. man transformire
sie in eine nach rechts benachbarte Form (a”, 5", a”), in welcher
2(8") < a” ist; sobald dann gleichzeitig a" < a" ist, so ist
(a",b", a") reducirt, folglich der Process geschlossen; ist dies
aber nicht der Fall, also

a” > alll’

so setze man den Process in derselben Weise fort. Immer aber
wird er nach einer endlichen Anzahl von Operationen schliessen;
denn wire dies nicht der Fall, so hiitte man eine nie abbrechende

Reihe von positiven ganzen Zahlen
ay,a"a" . . . a® e+,

in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wiire,
als die unmittelbar vorausgehende, was unmoglich ist, da es im-
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mer nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche
kleiner sind als eine gegebene.

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form
(a®, b™, q+1) gelangen muss, in welcher nicht nur 2(d®) < a®,
sondern auch a® < q®+D ijgt,

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfiih-
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den succes-
siven Substitutionen von der Form

( 0 1
—1, @
zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form

(a,b,a') in die ihr #quivalente reducirte Form (a®), d®, q®+1)
iibergeht.

Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De-
terminante D =— — 200 ist, so haben wir ' = — 100 (mod. 51)
zu setzen und finden hieraus b’ = 2; die Substitution, durch
welche die gegebene Form (200, 100, 51) ‘transformirt werden
muss, ist daher( 0’1 12 ; da wir aber den ersten und zwei-

—1, —
ten Coefficienten o’ und 4’ .und die Determinante D kennen, so
brauchen wir diese Transformation nicht wirklich auszufiihren;
sondern wir berechnen den letzten Coefficienten a” durch die
Formel

k]

b3 — D

”
a Py

in unserm Fall finden wir also

4 + 200
" — —
a =7 = 4.

Die benachbarte Form ist daher (51, 2, 4); sie ist nicht redu-
cirt, weil der letzte Coefficient kleiner ist als der erste. Wir
wiederholen daher dieselbe Operation, indem wir 3" = — 2
(mod. 4) und folglich 5" = + 2 setzen, wo beide Zeichen zuliis-

sig sind; dann ergiebt sich die Substitution( % 2 1) oder
N, —
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0, 1\ . )
(__’1 0) i@ nachdem das obere oder untere Zeichen genommen
9
wird, und ausserdem

a4 200

4 1

also ist die neue Form (4, + 2, 51), und diese ist, mag man das

obere oder das untere Zeichen wihlen, reducirt. Ferner geht die
gegebene Form (200, 100, 51) durch die Substitution

(—;0’1, —l 2) (—0’1, —1 1) = <_2,1’ q 1)

in die Form (4, 2, 51), dagegen durch die Substitution

( 0, 1 )( 0, 1)_(—1, 0

-1, —2)\—1, 0/=\ ¢ —1)

in die Form (4, — 2, 51) iiber. Man sieht aus diesem Beispiele,
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet.

§. 64.

Wir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass

" eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen

iiquivalent sein kann, woraus folgt, dass auch zwei verschiedene
reducirte Formen unter einander #quivalent sein konnen. Da es
von grosser Wichtigkeit ist, dies -allgemein zu untersuchen, so
stellen wir uns die Frage: .

Wann sind zwei reducirte Formen (a,b,¢c) und (a',b’; ¢') von
gleicher negativer Determinante D — — A einander dquivalent?

Zunichst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be-
dingungen ,

20)=a, a=ze,

welche ausdriicken, dass die Form (a,b,¢) eine reducirte ist. Es
ergiebt sich nimlich aus der erstern 452 < a?, aus der letztern
a? < ac, also auch 452 < ac oder 32 < ac — b7, folglich

®) < Via.
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Hieraus folgt weiter, dass 3ac =34 + 35?2 <4 4 und, da
a? < ac ist, dass
a 2Vig

ist.

Nebmen wir jetzt an, die beiden reducirten Formen (a, b, ¢),
(a',b', ¢') seien &dquivalent, so diirfen wir, ohne die Allgemeinheit
zu beeintrichtigen, voraussetzen, dass

a =Za
ist. Es sei nun (‘;’ g) die Substitution, durch welche (a,d,¢) in
(a', b', ¢’) iibergeht, also

1 —ad — By )
a' = aa? + 2bay 4 cy? 2
b =aep + b(ad + By) + cyo. ] 3)

Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, so ergiebt sich
aa’ = (ae + by)? + dy?;
da nun sowohl a, als auch a’ < V 44, und also
aa’ <44

ist, so folgt, dass in der vorstehenden Gleichung 2 entweder =0
oder — 1 sein muss; denn wire y2 = 4, so wiire aa’ = 4 4, was
mit der Bedingung aa’ < & 4 streitet. Wir unterscheiden nun
diese beiden Fille:

L y=0o. _
Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendermaassen:
ed =1; a' =aa? b' =aacf + b;

aus der ersten folgt e =—=0—=11"1; also ist a’ = a, und die dritte
Gleichung lehrt, dass &' — b — + af durch a — a’ theilbar ist;
da nun aber (b)) <}a und (3') < }a’, also auch (3') < la ist, so
sind nur zwei Fille moglich: entweder ist 4’ — b =0, also b'=25

und folglich, da schon a’ = @ ist, auch ¢’ = ¢, d. h. die Formen

sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst
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versteht; oder es ist der absolute Werth von ' — 5, da er un-
mgglich grosser als ¢ sein kann und doch durch a theilbar sein
muss, gleich a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen 3, 3’
gleich + }a, die andere gleich — }a, und also ¢/ = ¢ sein; wir
werden daher auf zwei nicht identische formae ancipites (a, 3a, ¢
und (@, — }a, ¢) gefiihrt. Diese sind aber in der That fquivalent,

und die erstere geht in die letztere durch die Substitution ((1): I i)
iiber.

. y=+1.

In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen
o' = aa? + 2be 4 ¢;

da wir angenommen haben, dass a’ nicht grisser als a, und folg-
lich auch nicht grosser als ¢ ist, so folgt, dass

ae?+2ba <0

ist. Da nun andererseits 2(b) < a und stets (a) < a? also auch
der absolute Werth von 2b« nicht grisser ist als aa?, so ist ganz
gewiss

ae? +2ba = 0.
Es kann also aa? + 2ba weder positiv noch negativ sein, und
folglich ist

ac?+2ba = 0,

also @' = ¢; da aber ¢’ < a und a < ¢, so folgt weiter, dass
sowohl ¢’ = a, als auch ¢ = q ist. Nun kann man die Gleichung
(3) mit Hiilfe der Gleichung (1) in die Form

b4+ b =aef+2bad + cd
bringen, und da ¢ = a, und 2ba = F aa? ist, so ergiebt sich
b+ b =a(@fFa2d+d)

d. h. b + %' ist theilbar durch a. Hieraus folgt ganz &hnlich wie
im Fall I, dass & + b’ entweder — 0, oder dass der absolute
Werth von b + b’ gleich a sein muss. Im letztern Fall miissten
b und’d’ einander gleich, nimlich = 4 } a sein, dann erhielte
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man also wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein
Interesse darbietet. Im erstern Fall dagegen ist. b’ — — b, folg-

lich da a’ = a, und auch ¢ — a ist, auch ¢’ = ¢ = a; wir haben
daher folgende zwei Formen (a, b, a) und (a, — b, a), welche (wenn
b von Null verschieden ist) nicht identisch sind ; diese sind wirklich
dquivalent, und die erstere geht in die letztere durch die Substi-

. (0, —1)\ ..
tution (1, 0) iber.

Wir fassen das Resultat der Untersuchung in Folgendem zu-
sammen : ;

Die beiden einzigen Idlle, tn denen zwischen zwet nicht ident:-
schen reducirten Formen Aequivalenz Statt findet, sind die folgenden:
die Formen (a,}a, ¢) und (a, b, a) gehen resp. durch die Substitu-

tionen
1, —1 0, —1
(0 7 1) e (1 o)

in die Formen (a, — }a, ¢) und (a, —b, a) dber.

§. 65.

Hiermit ist nun auch die Aufgabe geldst, zu entscheiden, ob
zwei Formen von gleicher negativer Determinante dquivalent sind
oder nicht. Sind @ und ¢ die beiden Formen, so transformire
man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nach
der oben angegebenen Methode in eine reducirte Form, ¢ in ¢/,
¢ in ¢'. Stellt sich dann heraus, dass @' und 9’ identisch aus-
fallen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fille
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen
dennoch #quivalent sind (was durch den Anblick der beiden
Formen augenblicklich erkannt wird), so sind die gegebenen For-
men @ und ¥ gewiss dquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine
Substitution, durch welche die eine Form in die andere iibergeht;
denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutio-
nen S, durch welche ¢ in @', und 7, durch welche 9 in 9’ iiber-
geht. Sind daher ¢’ und ¥’ identisch, so geht, wenn 7" die in-
verse Substitution von T bedeutet, die Form ¢ durch die zu-
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sammengesetzte Substitution S7” in die Form ¢ iiber. Sind da-
gegen @' und ¥’ nicht identisch, aber doch dquivalent, so ist, wie
wir oben gesehen haben, immer eine Substitution U bekannt, durch
welche ¢’ in ¢’ iibergeht; und dann geht ¢ durch die zusammen-
gesetzte Substitution SUT' in ¢ iiber.

Zeigt sich aber, dass die Formen ¢’ und 4%’ nicht identisch
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraph -
erwihnten particuliren Fille darbieten, sind also diese beiden
reducirten Formen nicht dquivalent, so sind auch die beiden ge-
gebenen Formen ¢ und ¢ nicht dquivalent, wie unmittelbar aus
§. 56 folgt. '

Hiermit sind fiir negative Determinanten die beiden in §. 59
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollstén-
dig gelost: soeben das erstere, welches darin besteht, iiber die
Aequivalenz oder Nichtiquivalenz zweier gegebener Formen zu
entscheiden; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entschei-
dung fiir die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden ge-
lehrt, durch welche die eine Form in die andere iibergeht. Das
zweitée Problem, aus einer gegebenen Substitution, durch welche
eine gegebene Form in eine (hierdurch schon vollig bestimmte)
dquivalente Form iibergeht, alle Substitutionen zu finden, durch
welche die erstere Form in dieselbe zweite Form iibergeht, ist (fiir
urspriingliche Formen) in §. 61 ebenfalls vollstindig gelost.

8. 66.

Aus den vorhergehenden Untersuchungen iiber die Formen
von negativer Determinante lisst sich eine Reihe von interessan-
ten Folgerungen ableiten; bevor wir aber zu denselben iibergehen,
wollen wir eine Betrachtung anstellen, welche sich gleichmissig
auf Formen von negativer und Formen von positiver Determinante
bezieht, und welche in den kiinftigen Untersuchungen die grosste
Rolle spielt.

Es sei f eine bestimmte gegebene Form von der Determinante
D, und F der Inbegriff aller der Formen f,f’,f". .., welche mit
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f (eigentlich) dquivalent sind; da nun je zwei Formen, welche
einer dritten Form dquivalent sind, auch unter einander dquiva-
lent sind, so sind also je zwei in dem System F vorkommende
Formen f’, f" einander dquivalent; ist daher f’ irgend eine in F
vorkommende Form, so ist das System aller mit f’ dquivalenten
Formen identisch mit dem System F. :Ein solches System unter
einander #quivalenter Formen soll eine Classe von Formen oder
eine Formenclasse heissen, und es leuchtet ein, dass durch irgend
ein Individuum einer solchen Classe alle andern derselben Classe

angehorenden Formen vollstindig bestimmt sind; man kann da- -

her immer ein solches Individuum als Reprdisentanten der Formen-
classe ansehen.

Es wiirde nicht schwer sein zu beweisen, dass es in jeder
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h.
dass die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form

f durch die unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (:’ g)

iibergeht, in denen ad — fy — 4 1, unendlich gross ist, obgleich
es vorkommen kann, und zwar bei positiven Determinanten immer
vorkommt, dass unendlich viele von diesen Substitutionen die
Form f nur in eine und dieselbe Form f' transformiren; allein
dieser Nachweis hat fiir uns zuniichst kein Interesse. Von gros-
serer Wichtigkeit und von dem grossten Interesse ist dagegen die
folgende Betrachtung.

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter-
minante D in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wihlt
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Reprisentan-
ten derselben, so erhédlt man ein sogenanntes vollstindiges System
nicht dquivalenter Formen fiir diese Determinante D; die funda-
mentale und vollstindig charakteristische Eigenschaft eines sol-
chen vollstindigen Formensystems S besteht darin, dass jede be-
liebige Form von der Determinante D stets einer, aber auch nur
einer von den in diesem System S enthaltenen Formen dquivalent
ist. Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ih-
rer Reprisentanten in dem vollstindigen Formensystem S) ist
nun, wie sich zunichst fiir negative, spiter auch fiir positive De-
terminanten herausstellen wird, eine endliche, und wir bezeichnen
absichtlich schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenan-
zahl fiir eine gegebene Determinante, welche innig mit den schon-

sten algebraischen und analytischen Untersuchungen dieses Jahr_
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hunderts verkniipft ist, als die letzte und hauptsichlichste von
uns zu losende Aufgabe.

§. 67.

Zunéchst wollen wir uns aber auf Formen von negativer De-
terminante beschrinken, und zwar wieder auf solche, deren #us-
sere Coefficienten positiv sind. Da jede Form von negativer De-
terminante D — — 4 einer reducirten Form und im Allgemeinen
auch nur einer solchen reducirten Form &quivalent ist, so brau-
chen wir, um ein vollstindiges Formensystem zu erhalten, nur die
saimmtlichen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal, wenn
zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 64 er-
wibnten Fille darbieten, eine von ihnen nach Belieben fortzulas-
sen, die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so iibrig
bleibenden nicht iquivalenten reducirten Formen endlich ist, er-
giebt sich leicht aus den Bedingungen

20)=a=q

denen eine reducirte Form (a,, ¢) geniigen muss, und der hieraus
(in §. 64) gezogenen Folgerung

®»=Vid

Bezeichnet man nimlich die grosste ganze in VT4 enthaltene
Zahl mit 1 (so dass A < V14 << 4 + 1), so kann der mittlere
Coefficient & keine andern, als die folgenden 24 4+ 1 Werthe

0, +1, +2 ... +a

haben; und wenn man dem b irgend einen dieser Werthe beige-
legt hat, so ist ac = b2 4 4; also hat man die Zahl 62 4 4 auf
alle mogliche Arten in zwei positive Factoren zu zerlegen, und je-
" desmal denjenigen, welcher den andern an Grosse nicht iibertrifft,
fiir @, den letztern fiir ¢ zu nehmen; stellt sich dann gleichzeitig
heraus, dass 2(b) < a ist, so ist die so gebildete Form wirklich
eine reducirte und deshalb aufzuschreiben, im entgegengesetzten
Fall aber fortzulassen. Auf diese Weise erhiilt man nothwendig
alle reducirten Formen ; ihre Anzahl ist aber nothwendig eine end-
liche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der (24 4 1) Zahlen von
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der Form (524 4) in zwei Factoren ist selbst endlich. Wir haben
daher das Resultat:

Die Anzahl aller nicht dquivalenten reducirten Formen von
negativer Determinante, d. h. die Classenanzahl selbst ist endlich.

Beispiel 1: Fiir die Determinante D = — 12 ist 4 = 12;
hieraus 4 — V;;A = 2; wir haben daher & folgende Werthe
durchlaufen zu lassen

0, +1, 2,
und dann die Zahlen 42 4 4, d. h. die Zahlen
12, 13, 16
auf alle moglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen; es ist
12=1-12=2.6=3-.4
13=1-.13 .
16=1-16=2-8=4-4.

Dies giebt, indem der erste Factor immer — a, der zweite = ¢
gesetzt wird, die eilf Formen

1,0, 12), (2, 0,6), (3,0, 4);
1, +1, 13);
a,=+2,16), 2,%+2,8, (4, +2,4).
Von diesen sind die folgenden nicht reducirt o
a, +1, 13, @1, +2,16), 2, +2,8),

weil in ihnen die Bedingung 2(b) < a nicht erfiillt ist; als wirk-
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fiinf iibrig

1, 0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4 +2,4);

allein die beiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4) gehoren unter
die Ausnahmefille des §. 64, sind also dquivalent. Mithin ent-
hélt das vollstindige Formensystem nur vier Formen, nimlich

1,0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4,2, 4),

die als Repriisentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen
vier Formen sind nur die beiden folgenden

1,0, 12), (3,0, 4)
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urspriinglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide
von der ersten Art.

Beispiel 2: Ist D = — 35; also 4 =35, so ist 1 = 3,
also kann & nur die sieben Werthe
0, +1, +2, £3

durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen 52 -+ 4:

35, 36, 39, 44;
die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende:
35=1.35=5-.7
36—1.36=2-18=3.12—=4-9—6-6
39—=1.39=3-13 -
4=1.-4=2.22=4-11
Aber von den 22 entsprechenden Formen erfiillen nur die folgen-
den 10 die Bedingung 2 (b) < a:
1, o0, 35), (5,0,7), (2,+1,18)
3, +1,12), 4, +1,9), (6, +1,6).
Da ferner die beiden Formen (2, 41, 18) den Fall I, die beiden

Formen (6, + 1, 6) den Fall II des §. 64 darbieten, so existiren
nur acht nicht iquivalente reducirte Formen

(1, 0,385, (5,0, 7, (2,1, 18)
3,+1,12), 4, +1,9), (6,1, 6);
diese sind alle urspriinglich; sechs, nimlich
(11 0, 35)) (5a 09 7)1 (3') ila 12)’ (4’ il’ 9)
sind von der ersten, die beiden -andern
@,1,18), (6,1, 6)
sind von der zweiten Art.

Beispiel 3: Ist D = — 48 = — 4, 80 ist A — 4, so dass
b folgende Zahlen :
0, £1, +2, £3, +4
durchlaufen muss; die Zerlegungen der -entsprechenden Zahlen
b% -} 4 sind folgende: :
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48=1-48=2-:24—=3-16=4.12—=6 .8
49 =1-49=7.7
52 =1.52=4-13
57 =1.57=3.19
64:1-64:2-32:4-16_—.8-8.
Von den entsprechenden 25 Formen sind nur folgende eilf re-
ducirt:

1, 0, 48), (2,0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12),
6,0,8, (1,1, 7, (4, 1x2,13), (8, +4,38).

Unter diesen besteht jedes der drei Paare (7, +1, 7), (4,12, 13),
(8, 14, 8) aus je zwei aquivalenten Formen; also bleiben nur
acht nicht &quivalente Formen

(1, 0, 48), (2,0, 24), (3,0, 16), (4, 0, 12),
(6’ 07 8)’ (7’ 1’ 7)’ (4’ 2’ 13)’ (8’ 47 8)'
Urspriinglich von der ersten Art sind die folgenden vier:
1, o, 48), (3,0, 16), (7,1, 7, 4, 2, 13),
die andern vier sind derivirte Formen.

§ 68.

Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen
die gewonnenen Resultate mit der in § 59 vorausgeschickten

- Theorie der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadrati-
sche Formen, bemerken jedoch gleich, dass die folgenden Siitze
nur specielle Fille eines grossen allgemeinen Satzes sind.

Die Formen der Determinante D) = — 1 bilden nur eine
einzige Classe, denn es giebt fiir diese Determinante, wie man
leicht erkennt, nur die einzige reducirte Form

1,0, 1) =22 + y=
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell-
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m; um aber
die frithere Theorie unmittelbar anwenden zu konnen, lassen wir
nur solche Darstellungen #—1, y=—s gelten, in denen die beiden
darstellenden Zahlen r, s relative Primzahlen sind; ferner wollen
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wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen
m beschrinken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade
Zahl, so ist zuniichst m positiv. Da ferner die Determinante — 1
quadratischer Rest von m ist, so miissen alle in m aufgehenden
Primzahlen von der Form 44 4 1 sein. Umgekehrt, ist diese Be-
dingung erfiillt, so ist die Determinante — 1 quadratischer Rest
von m, und die Congruenz

23 = — 1 (mod. m)

hat im Ganzen (nach §. 37) 2# incongruente Wurzeln, wenn p die
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim-
zahlen bedeutet (dies gilt selbst fiir den Fall, in welchem g = 0,
m — 1 ist). Es sei # ein bestimmter Reprisentant einer be-
stimmten dieser Wurzeln, so bilde man die quadratische Form

n?+4+1 . . ..
(m, n, ; ) von der Determinante — 1; da nur eine einzige

Formenclasse existirt, so ist diese Form der reducirten Form

(1, 0, 1) nothwendig &quivalent, und man wird durch die in §. 65

angegebene Methode eine, und hieraus nach §§. 60, 61 alle Trans-
n? + 1

")

iibergeht. Die Anzahl dieser von einander verschiedenen Trans-

formationen (:’ 96) ist (nach §§. 60, 61) stets — 4; ebenso viele
el

Darstellungen (r, s) der Zahl m existiren daher, welche zu der-
jenigen Wurzel gehoren, deren Reprisentant » ist. Und da das-
selbe Raisonnement auf jede der 2# Wurzeln der obigen Con-
gruenz passt, so existiren im Ganzen

formationen finden, durch welche (1,0, 1) in (m, n,

4.98 — gut+l

verschiedene Darstellungen der Zahl m.

Stellt man aber die Frage, auf wieviele verschiedene Arten
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne
Riicksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstel-
lungen von der Form

@=%nrny=*ts)ud z==s y==1)
nur eine einzige Zerlegung m == r* 4 s? (von diesen acht Dar-

stellungen gehéren vier, nimlich
Dirichlet, Zahlentheoric, 12
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(’ra s)’ (_' 7, —S), (-—S, r)’ (S, —1‘)

zu einer, und die andern vier

r, —s)y, (—mn 9, (—s,—1), (s 7)
zu der ihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl
dieser verschiedenen Zerlegungen

= &1,

mit einziger Ausnahme des Falles m — 1, weil dann nicht acht,
sondern nur vier verschiedene Darstellungen

@=+4+1,y=0) und z=0, y=+1)

existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung 1 — 1% 4 02 ver-
einigen.

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der
berithmte von Fermat aufgestellte, zuerst von FEuler bewiesene
Satz enthalten :

Jede (positive) Primzahl von der Form 4h 4 1 ldsst sich
stets, und zwar nur auf eine einzige Weise in swei Quadrate zer-
fdllen.

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen
Factor haben, fillt hier fort, da sie sich von selbst versteht.

Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form
4h 4 1; die beiden Wurzeln der Congruenz #2 = —1 (mod. 37)

findet man (z. B. mit Hiilfe des Wilson’schen Satzes) = + 6;
nimmt man # = 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten,

welche durch die Substitution (_0 1 ié) in die reducirte Form
9
(1, 0, 1) iibergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse
Substitution (5 —1) in (37, 6, 1) iiber. Also ist die gesuchte
+1, 0

Zerlegung folgende: 87 — 62 4 13; es ist nicht nothig, die vier
zu dieser Wurzel 4 6, und die andern vier zu der entgegenge-

setzten Wurzel —6 gehiorenden Darstellungen hier einzeln auf-
zuschreiben.

Beispiel 2: Die Zahl m = 65 = 5 . 13 ist das Product aus
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 44 41
haben. Mithin giebt es 24 = 16 verschiedene Darstellungen, also
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wur-
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zeln der Congruenz 22 = —1 (mod. 65) sind + 8 und + 18; wir
bilden daher die beiden Formen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche
durch die Substitutionen _(_) 1: ié) und (Ii: —-I:g in die
reducirte Form (1, 0, 1) iibergehen; die inversen Substitutionen
sind (I 18: ; 1) und (il” i%), und folglich sind die beiden
gesuchten Zerlegungen folgende:

65 =82 4 19 =173 4 42,

§. 69.

Alle Formen der Determinante D = — 2 bilden ebenfalls
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form

(1,0,2) =22 + 2y

vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch
diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen m; die erste Bedin-
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; dazu
ist erforderlich und hinreichend, dass fiir jede in m aufgehende
(also ungerade) Primzahl p -

)=+

also p von einer der beiden Formen 84 4 1 oder 84 4 3 sei.
Umgekehrt: sind die simmtlichen p in m aufgehenden Primzahlen
p alle von der Form 8% 41 oder 8% 4 3, so hat die Congruenz

2? = — 2 (mod. m)
stets 2¥ incongruente Wurzeln. Ist # ein bestimmter Repriisen-

3
tant einer solchen Wurzel, so ist die Form (m, n, id :; 2) noth-

wendig der Form (1, 0, 2) iquivalent; man findet daher (nach

§. 65) eine Substitution (:: ﬁ), durch welche die letztere in die

erstere iibergeht; ausser dieser existirt (nach §. 61) nur noch

die andere (::: :ﬁ), welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt
’ 12¢
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daher zwei verschiedene Darstellungen (r, s) und (—r, —s) der
Zahl m, die zu dieser Wurzel gehoren. Im Ganzen giebt es daher

9.8 — gut!

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2).

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellun-
gen (17, +s) zu der Wurzel n gehdren, entsprechend die beiden
Darstellungen (1 7, I s) zu der entgegengesetzten Wurzel —n
gehoren. Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe
Zerlegung der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat;
mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen

= gH1

die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem g — 0,
also m =1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen
Darstellungen (4 # ist = —n (mod. 1)) zu der einzigen Zer-
legung 1 = 12 2. 02. Der interessanteste specielle Fall ist
wieder der, in welchem g — 1 ist:

Jede Primzahl p von einer der beiden Formen 8h + 1 oder
8h + 3 ldsst sich stets und nur auf eine einzige Weise in ein Qua-
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen.

Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfiillt; g ist
= 1; die beiden Wurzeln der Congruenz 22 = — 2 (mod. 41) sind
+ 11; die Form (41, 11, 3) geht durch die Substitution

(+a %)

+4, +3

in die Form (1,0,2) iiber, diese also riickwirts in jene durch die
Substitution (ii” i }), also ist r = 3, s = — 4, und folglich

41 = 32 4 2. 42,

Beispiel 2: Ist m — 33 — 3 - 11, so ist die Bedingung er-
fiillt; u ist = 2, und folglich muss es zwei verschiedene Zerlegun-
gen geben. Die Wurzeln der Congruenz 2? = — 2 (mod. 33)
'sind + 8 und + 14: wir bilden daher die beiden Formen

(33,8,2) und (33, 14, 6),

welche resp. durch die Substitutionen
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(o2 (G213

in die Form (1, 0, 2) iibergehen; die inversen Substitutionen sind
—1, 0 —5, —2
Zh 2y ma (2503
und folglich ist ’
33 =124 2.43 =52 4 2.2z,

§. 70.

Alle Formen der Determinante ) — — 3 bilden zwe: Clas-
sen, als deren Reprisentanten man die reducirten Formen

(1,0, 3) = 2? + 3y?
und
(2,1,2) =223 4 22y + 2y?

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art.
Ungerade Zahlen konnen offenbar nur durch die erstere darge-
stellt werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit
wegen durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form
(1, 0, 3) darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine
in ihr aufgehende Primzahl ist,

— 3)
)= 41,
&)=+
folglich p von der Form 3k 4 1 sei. Umgekehrt, sobald diese
Bedingung fiir alle ¢ in m aufgehenden Primzahlen p erfiillt ist,
so hat die Congruenz
2= — 3 (mod. m)

stets 2¢ incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Repriisen-

n?+43
m

tant einer solchen, so ist die Form (m, n, ) von der ersten

Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3) dquiva-
lent. Es giebt also (nach §. 61) zwei Substitutionen

7,0 —r,—0
(s, 6) und (—s,, )
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3
durch welche die Form (1,0, 3) in die Form (m n, i :3)

iibergeht, und folglich auch zwei Darstellungen (r, s) und
(— r, —s) der Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehoren. Im
Ganzen giebt es daher

9. 98 = ou+t!

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form
@, 0, 3), die sich aber wieder auf nur

1.0+l gp—1

verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall u=0, also m=1
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkens-
werth ist der specielle Fall:

Jede Primeahl von der Form 3h + 1 ist stets und nur auf
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat
serlegbar.

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar-
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen iiber; wir beschrinken
uns auf diejenigen von der Form 2m, in welcher wieder m eine
ungerade und durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann er-
- kennen wir leicht, dass der Complex dieser Zahlen m mit dem
eben behandelten vollstindig identisch ist. Denn aus der Mog-
lichkeit der Congruenz 2 = — 3 (mod. m) folgt auch die der
Congruenz 2? = — 3 (mod. 2m), und umgekehrt (§ 37) und

ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln wieder — 2. Ist ferner
n' ein bestimmter Reprisentant einer solchen, so ist die Form
'3
(2m, n’, i 2;: 3) nothwendig von der zweiten Art (denn der
n'?43
2m
also gewiss der Form (2, 1, 2) dquivalent; man kann daher (nach
§. 61) sechs verschiedene Transformationen der letztern Form in
die erstere finden, welche in folgender Weise zusammenhiingen:

G8) GFoexe) o770,

(—-r,-— s , © r+s, 0+6\.
—8 —6)) \—r —s, —p—0)’ —-r, —o)?’

mittlere Coefficient »’ ist ungerade, folglich gerade) und




Quadratische Formen. 183
hieraus ergeben sich entsprechend folgende sechs Darstellungen:
(r,8)y (—s,749), (—r —s,7)

(—r, —8), (s —r—s), (r+s, —7)
die alle zu derselben Wurzel n’ gehdren (die sechs zu der ent-
gegengesetzten Wurzel — n’ gehdrenden Darstellungen entstehen

aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden Zahl mit
der zweiten). Im Ganzen existiren daher

6.2¢4 —=3.94%! .
verschiedene Darstellungen der Zahl 2m durch die Form (2, 1, 2),

oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form 2?2+ zy 4 y2.
Sieht man je vier zusammengehorige Darstellungen von der Form

(rys), (—r, —s), (8,7), (—s,—1

als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen Darstellungen nur noch

=3 .9M"1
Fiir eine Primzahl p von der Form 3% 4 1 giebt es daher immer
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form
z? + 2y + y2.
Beispiel: Ist m = 13; so sind #» = + 7 die Wurzeln der

Congruenz #2 = — 8 (mod. 26) und also auch der Congruenz
23 = — 3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen

(13,7, 4) und (26, 7, 2).
Sie gehen resp. durch die Substitutionen

(G230 me (1 X
in die Formen
1,0, 3) und (2,1, 2)
iiber. Die beiden inversen Substitutionen sind
(EhE)wm G
und folglich ist
B=1143(= =4 +(—H-1+1%
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hieraus findet man leicht die beiden andern Darstellungen
13=42+4+4-(—3) 4+ (—3)°
=314+3.1 4+ 13

§ 7L

Als letztes Beispiel wihlen wir die Determinante D = — 5;
es giebt zwer nicht dquivalente reducirte Formen

(1,0,5) und (2,1, 3),

beide sind urspriinglich und von der ersten Art. Wir suchen
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass fiir
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung

)=+

Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, IT), dass jede solche Prim-
zahl von einer der vier Formen

20k +1, 20h 49, 20k 43, 20h 47

gein muss. Ist diese Bedingung erfiillt, und p die Anzahl der
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz
2? = — 5 (mod. m)

wieder 2# incongruente Wurzeln; ist # ein bestimmter Reprisen-
2

2 ;"; 5) nothwendig

einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen dqui-

valent; es giebt dann jedesmal (nach §. 61) zwei Substitutionen,

tant einer solchen, so ist die Form (m, n,

2
durch welche diese reducirte Form in (m, ", ”TH) iibergeht,

also auch zwei zu der Wurzel » gehorige Darstellungen der Zahl
m durch diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also

2.9M4 —=g#t!

Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten
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Formen. Allein es bleibt noch zweifelbaft, durch welche der
beiden reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel » ge-
hérigen beiden Darstellungen erfolgen; und eine #holiche Frage
wird jedesmal da auftreten, wo es mehrere nicht iquivalente
Formen derselben Art giebt. In unserm Fall ist es nicht schwie-
rig; diesen Zweifel za heben.

Ist ndmlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1, 0, 5),
also z. B.

m=—1r3 4 583,
so folgt hieraus
m = r2? (mod. 5),

d.h. m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahl m dar-
stellbar durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. B.

m=2r? + 2rs 4 3s?,

80 ist
2m = (2r + s)? + 582 = (27 + s)? (mod. 5),

und, da 2 quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls
quadratischer Nichtrest vou 5.

Es tritt also hier die besonders einfache Erscheinung auf|
dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch die Form
(1,0,5) oder nur durch die Form (2,1,3) geschehen, je nachdem m
quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d.h. je nachdem m=+1,
oder = 1 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die speciellen Sétze:

Jede Primzahl von einer der beiden Formen 20h + 1, 20h 9
st auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we-
sentlich nur eine einzige Zerlegung in ein einfaches und ein
fiinffaches Quadrat bilden); jede Primzahl von einer der beiden
Formen 20h+3, 20k + 7 ist auf vier Arten durch die Form
(2, 1, 3) darstellbar.

Beispiel 1: Ist m = 29, so sind » — +- 13 die beiden Wur-

zeln der Congruenz 22 = — 5 (mod. 29); die hieraus gebildete
Form (29, 13, 6) geht durch die Substitution

_ls + 1

+2,—38

in die reducirte Form (1, 0, 5) iiber; durch Umkehrung dieser
Substitution erhélt man die Zerlegung
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29 — 33 4 5.2¢2, ‘

Beispiel 2: Fiir m — 27 findet man n = + 7; die beiden
entsprechenden Formen

(27,7, 2) und (27, —17, 2)
gehen beziiglich durch die Substitutionen

(L0 20) = (203)

in die reducirte Form (2, 1, 3) iiber; durch Umkehrung dersel-
ben erhidlt man daher die vier Darstellungen

9T =2(F4)1 4+ 2F4H ED + 3D
2T =2(£3)? + 2(£3) (£1) + 3 (£ 1)?

von denen die beiden erstern zu der Wurzel + 7, die beiden
letztern zu der Wurzel — 7 gehoren,

§ 72.

Wir wenden uns nun zu den Formen mit posstiver Determi-
nante D, um auch fiir sie die Hauptprobleme der Theorie der
Aequivalenz zu 16sen. Das zweite Problem (§.59), aus einer Trans-
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der
erstern in die letztere zu finden, ist durch unsere frithere Unter-
suchung auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, alle ganzzahligen Auf-
16sungen der Gleichung

— Dudt = o3

zu finden. Dieselbe ist fiir positive Determinanten bei weitem
schwieriger zu l6sen, als fiir negative. Dasselbe gilt von dem
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher
Determinante dquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lo-
sung desselben einen ganz andern Weg ein, wie friiher bei nega-
tiven Determinanten, einen Weg, der aber zugleich die Mittel
an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung vollstindig
aufzulGsen.

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass
wir auch érrationale Grossen in den Kreis unserer Betrachtungen
ziehen. Ist nidmlich (a, b, ¢) oder
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az? + 2bzy + cy? A

eine Form, deren Determinante b2 —ac=.D positiv ist, so hat
die entsprechende quadratische Gleichung

a+ 20w 4 co2=0
zwei reelle Wurzeln

0 = - r = b q: VD,
¢

die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen
wird, als die erste oder sweite Wurzel der Form (a, b, c) bezeich-
nen und von einander unterscheiden wollen, indem wir ein fiir
alle Mal festsetzen, dass das Zeichen VD stets die positive Qua-
dratwurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Coef-
ficienten der Form (a, b, ¢) ist also jede ihrer beiden Wurzeln
vollstindig, ohne Zweideutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist
auch jede Form (a, b, ¢) der Determinante D durch Angabe einer
ihrer Wurzeln vollstindig charakterisirt, in der Weise, dass zwei
Formen (a, b, ¢) und (a’, &', ¢’) derselben Determinante D noth-

- wendig identisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite

Wurzeln haben; denn aus der Gleichung
—bvFVD  —bFVD
]

¢ - c !

worin entweder die beiden obern, oder die beiden untern Zeichen
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalitit von VD
zunichst ¢’ = ¢, und dann b’ = b, also auch a' = a.

§ 73.

Wir wollen nun annehmen, es seien (a, b, ¢) und (a’, b’, ¢')
zwei dquivalente Formen, und zwar wollen wir fiir einen Augen-
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen, weil da-
durch der Nerv der Betrachtung deutlicher hervortritt. Es sei
(;f; 8) eine Substitution, durch welche (a, b, ¢) in (a’, b’, ¢’) iiber-
geht, also

Ted—By=+1.

Da durch diese Substitution
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v =az' + By', y=yz' + 3y’
identisch
ax® 4 2bzy + cy? = a'z'? + 2b'2'y’ + c'y'?
wird, so leuchtet ein, dass vermége der Formeln

_r+da y—eo

= 3% fe ®
aus einer Wurzel @’ der Form (o', ¥, ¢’) eine Wurzel o der Form
(a, b, ¢) gefunden werden kann, und umgekehrt; denn die Wur-

zeln dieser Formen sind ja die Werthe der Verhiltnisse % und %: ,

fir welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln ® und o' gleichnamig
(d. h. ob beide erste oder beide zweite Wurzeln) sind, oder nicht.
Dazu miissen wir in der Gleichung

' y—om

= Z5F o

(1]

fir die Wurzel @ ihren obigen Ausdruck durch die Coefficienten
substituiren, wodurch wir zunichst _
o' — ye—a(—bF VD) _ ba+ cy +eVD
—8c+B(—bFVD) —bB—cdFBVD
erhalten; machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch
durch —bf8 —cd + BV D erweitern, so ergiebt sich
,__ —(ba+tcy) BB +cd) + afDF (28 —By) VD
= G+ cdy —p'D

_ —(aef+b@d+By) + cyd) F (ed—py) VD
- af? 4+ 2680 + co?

@

oder
o — —Y T @69 VD
¢

Ist daher ¢d — By =+ 1, d. h. ist die Substitution eine eigent-
liche, so sind @, @' gleichnamige Wurzeln; ist dagegen «d —
= — 1, also die Substitution eine uneigentliche, so sind die bei-
den Wurzeln o, @’ ungleichnamig, d. h. die eine ist eine erste,
die andere eine zweite Wurzel.
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Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und
uneigentliche Substitutionen ginzlich aus; es sind dann also
durch die Gleichungen (1) stets zwei gleichnamige Wurzeln der
beiden dquivalenten Formen mit einander verbunden. Dieser Satz
lisst sich in folgender Weise umkehren:

Wenn zwei Formen (a, b, c), (a', b', ¢') dieselbe Determinante
D haben, und wenn zwei gleichmamige Wurzeln @ und ' derselben
durch die Gleichung

_rtée

T e+ po’
verbunden sind, in welcher die vier ganeen Zahlen o, f§,y, 0 der
Gleichung

a&—ﬁy_—-_l

gendigen , so sind die beiden Formen dquivalent, und zwar geht die
erstere durch die Substitution (;ﬁ B) in die letatere diber.

Denn setzt man wieder

_ —bFVD
=—,
so wird (da a6 —pfy = 41 ist)
o — Y—e® _ —(aep +b@Itpy + cyd) TVD
—0+fBw afB? + 2bB90 + co?
da nun andererseits
o' — =V FTVD
¢

und hierin, wegen der vorausgesetzten Gleichnamigkeit von o
und @’, das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem
in der Formel fiir @, und also auch in der aus ihr abgeleiteten
Formel fiir @' das obere oder untere Zeichen gilt, so folgt, dass

¢ =af? 4 2080 + ¢cd2, ' =aaf + b(ad + By) + cyd

ist. Diese beiden Gleichungen (in Verbindung mit ¢d — gy =1)
driicken aus, dass die Form (a, b, ¢) durch die Substitution & )

LX)
in die aqulvalente Form -b—c,——l—), b, c) iibergeht; der Vor-

aussetzung nach hat aber die Form (a', b/, ¢’) dieselbe Determi-
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nante wie (a, b, ¢); d. h. es ist 4’2 — a’c’ = D; also ist diese
Form, in welche (a, b, ¢) durch die Substitution (;’; #) iibergeht,
keine andere als (a, ¥', ¢'), was zu beweisen war.

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Folgende ist die Betrach-
tung zweier benachbarter Formen (a, b, a’) und (@', %', a”), in
welchen der Definition zufolge (§. 62) die Summe b + &' durch a’
theilbar, also b+ &' — — a’d ist, und von welchen die erstere

in die letztere durch die Substitution (_01 ’ 35) iibergeht. Die

gleichnamigen Wurzeln @ und @’ dieser beiden Formen hiéngen
durch die Gleichungen

zZusammen.

§. 4.

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For-
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar
mit einander, sondern man transformirt jede von ihnen in eine
sogenannte reducirte Form; der Begriff einer solchen ist aber hier
wesentlich verschieden von demjenigen, welcher frither (§. 63) fiir
negative Determinanten aufgestellt ist.

Eine Form (a, b, ¢c) von positiver Determinante D heisst eine
reducirte Form, wenn, abgeschen vom Zeichen, thre erste Wunrzel

—b5—VD -1,
c
shre zweite Wurzel
—tiD<l

tst, und wenn ausserdem beide Wurzeln entgegengesetete Zeichen
haben.

Ziehen wir zunichst einige Folgerungen aus dieser Erklirung.
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Da die erste Wurzel numerisch grosser als die zweite, also auch
die Summe der beiden Gréossen b und VD numerisch grosser als
ibre Differenz sein soll, so muss, da VD positiv ist, auch b posi-
tiv sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegenge-
setzte Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden
Grossen

—@®+VD) wd —b+VD;

und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv
sein; es ist daher

0<b<VD.

Bezeichnen wir ferner mit (¢) wieder den absoluten Werth
des Coefficienten ¢, so muss also im algebraischen Sinne (d. h.
mit Riicksicht auf die Vorzeichen)

b+ VD -5+ VD
_(_0)—>1 und O<——(c)—<l,

d. h. es muss
0<VD—b<()<VD+b

sein ; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, b, c), deren
Coefficienten diesen letztern Ungleichungen geniigen, sicher eine
reducirte Form ist, weil aus ihnen riickwérts die urspriinglichen
Bedingungen sich ableiten lassen.

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen.,
Da D = b2 — ac und b2 << D ist, so miissen @ und ¢ entgegen-
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und ¢ eben-
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient a der Form. Nun
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient
¢ der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass
VD — b positiv ist.

Fiir den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten
dieselben Bedingungen, wie fiir den von ¢; denn da

D =102+ (a)(c)a
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also
(@) = (VD +b) (VD —b)
(©

ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen

VD+ b VD—b

O >1, 0L 0 <1,
dass

(@>VD — b, und (&) <VD + b

ist. .

Fiir das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth,
in welchem

VD — () <b<<VD und (c) = (a)

ist; aus diesen Bedingungen kann man nimlich stets schliessen,
dass die Form (a, b, c¢) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die
Form

0<VD-b<@Z O,
8o ergiebt sich zuniichst, dass die zweite Wurzel

— 5+ VD

c

numerisch < 1, ferner dass die erste Wurzel

—b5—VD _ a
¢ T VD—b
‘pumerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass b posi-
tiv ist, weil VD + b numerisch grosser als VD — b ist; und folg-

lich haben, da ausserdem b <C VD ist, beide Wurzeln entgegen-
gesetzte Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte.

§. 75.

Aus der Erkldrung einer reducirten Form ergiebt sich ferner
der folgende wichtige Satz:
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Fiir jede positive Determinante giebt es nur eine endliche An-
zahl reducirter Formen.

Denn, bezeichnen wir mit 4 die grosste ganze in VD enthal-
tene Zahl, so dass A <<V D << 4 + 1 und also 4 mindestens =1
ist, so kann der mittlere Coefficient & einer reducirten Form
(@b, ¢) nur die A verschiedenen Werthe 1, 2...4 haben; fir jeden
dieser Werthe von & ist D — b3 = (a) (¢) auf alle mogliche Arten
in zwei Factoren zu zerlegen, welche zwischen 4 —bundi+1-+b
exclusive (oder zwischen 4 4+ 1 — b und 4 4 b inclusive) liegen;
je zwei solchen Factoren a und ¢ hat man entgegengesetzte Zei-
chen zu geben, und man muss sie permutiren, wenn sie ungleich
sind. Dann sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden,
und es giebt deren offenbar nur eine endliche Anzahl. —

Beispiel 1: Ist D = 13, so ist 4 = 3; wir haben daher fol-
gende Fille und Zerlegungen: .
b=1;12=3.4
b=2; 9=23.3
b=23; 4=—1.4=2.2
und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen :

(i 3) l’¢4)’ (__*-4’ 1"—1‘3)’ (_t 3'; 2:;3)’
1,3 F4, 43 F1, (2,8 F2).
Beispiel 2: Fir D =19 ist 4 = 4; wir bilden daher fol-
gende Tabelle:
b =1; 18 giebt keine Zerlegung;
b=2; 15 =3.5;
b=3; 10=2.5;

hieraus ergeben sich folgende 12 reducirte Formen:

*+3,2,F5), (£2,3,F5), k1.4 F3),
*£52F3), &*538,F2), (£3,4,F1).
Beispiel 3: Fir D = 85 ist 4 = b; also bilden wir die
Tabelle

Dirichlet, Zahlentheorie. 13
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b= 1; 34 giebt keine Zerlegung;

b= 2; 31 » » ”
b = 3, 26 » » ”
b=4; 19 ”» ” ”

b=5; 10=1.10 = 2. 5;
wie erhalten daher 8 reducirte Formen:
(i- 1,5, ¥ 10)) (i 2,5, ; 5);
(£ 10,5, F1), (+5,5,F2).
Beispiel 4: Fiir D =179 ist A = 8; wir bilden daher fol-
gende Tabelle :
b =1; 78 giebt keine Zerlegung;
b= 2; 75 » ” "
b=3; 710 =17.10;
b= 4;-63 =T .9,
b= 5; 54 —6-9;
b = 6; 43 giebt keine Zerlegung;
b=1T7,30=2-15=3-10=5:.6;
b=28; 15=1.15=23.5;
wir erhalten daher 32 reducirte Formen:

(j_- 71 31 _T- 10)’ (t 7’ 4’_T 9)’ (i 63 5’ _T_ 9)’ (—_'_ 2’ 7‘) $ 15)1
(+ 3,7, F10), &£5,7,F6), (+1,8,F 15), (& 3,8, F 5),
und

10,8, F7, &9 4F7, E95F6), (+157,F2)
(i 10, 7, 'T' 3), & 6,7, + 5)’ (-._t 15, 8, + 1), (i' 58, F 3).

§. 76.

Aehnlich wie bei negativen Determinanten (§. 63) beweisen
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Jede Form von positiver Determinante ist eimer reducirten
Form dquivalent.

Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determi-
nante D mit (a, b, a’), so suchen wir eine ihr nach rechts benach-
barte Form (a’, b, a”) so zu bestimmen, dass

VD— (@) <¥ <VD
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wird. Da zufolge der Erklarung einer benachbarten Form der
mittlere Coefficient 4’ jeden Werth erhalten kann, welcher = —13
(mod. a’) ist, und keinen andern, so fragt sich nur, ob zwischen
den Grenzen VD—(a’) und VD stets ein solcher Werth existirt;
dies ist offenbar der Fall, da die simmtlichen zwischen diesen
beiden Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen

At+1—(@), A+2—(@")...2—1, 1

ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus o’ bilden;
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einztge solche
Zahl ¥’ existirt. Nachdem &' bestimmt ist, geht die Form (a, , a’)
0, +1
durch die Substitution (_ 1, j;+b') in die benachbarte Form
Py
(o', b’ a") iiber, deren Coefficienten a’, b’ der obigen Bedingung
Geniige leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit (a”) = (a')
wird, so ist nach dem am Schluss des §. 74 besonders hervorge-
hobenen speciellen Fall die gefundene Form (a’, b’, a”) eine re-
ducirte. Ist dagegen

(@) > (a"),

so verfahre man mit der gefundenen Form (a’, b, a”) genau so
wie mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts
benachbarte Form (a”, b”, a"’), in welcher

V-D — (an) <b" < VD

ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (a") = (a”) ist.
Sollte aber wieder

(all) > (alll)

sein, 80 setze man denselben Process in derselben Weise fort; da
unter einer gegebenen positiven Zahl (a’) nur eine endliche An-
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form
(@™, b®, q@+D) gelangen, in welcher sowohl

VD — (a®) < b® < VD

- als auch

a®+ ) = (a®)

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu beweisen war.
13*
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Es verdient bemerkt zu werden, dass bei diesem Process
nicht gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht,
denn es giebt reducirte Formen, in welchen die Bedingangen des
besondern hier benutzten speciellen Falles nicht erfiillt sind.
Von grosserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerk-
sam zu machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes
Mal eine Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene
Form in die reducirte Form iibergeht, und zwar erhilt man diese
Substitation durch Composition der successiven Substitutionen,
welche in dem Process auftreten. Der Algorithmus selbst ist
durchaus nicht beschwerlich, wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 1: Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D—=38;
es ist also A = 2. Unter den Zahlen

—4,—3,—2,—1,0,1,2

ist ' = 1 = — 6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form
(7, 1, — 1), welche noch nicht reducirt ist. Da (a”) = 1 ist, so
ist " — A4 — 2, und folglich erhilt man die benachbarte Form
(—1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitation

( 0,+1)( 0, 1) _(-1, +3
—1,—1)\—1,3)=\+1, —4¢
geht die gegebene Form in die gefundene iiber.

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante
D = 35; man findet nach der angegebenen Methode die nach
rechts benachbarte Form (5, 5, —2), und zu dieser wieder die
Form (— 2, 5, 5), in welcher der letzte Coefficient in der That
grosser ist als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon
die vorhergehende Form (5, 5, — 2) reducirt. Die gegebene Form
geht durch die Substitution

0,+ 1
—1,—13

in (6, 5, — 2) und durch die Substitution
( 0,4+ 1 0,1\ _[(—1,4+ 5
-1, —13/\—1,5/— \ 13, —66
in (—2, 5, 5) iiber.

Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante
D = 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen

( 0,1) ( 0,1 0,1 0,1
—1,0) —1,2)’ —1,2)°\—1,4
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successive in die Formen '
(145, — 95, 62), (62, —29,13), (13, 3, —2), (—2, 5, 5)
iiber, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung
* dieser Substitutionen giebt die Substitution (I g: t 12), durch
welche (62, 95, 145) in (— 2, 5, 5) iibergeht.

§ 7.

Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen dar-
gothan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer redu-
cirten Form #quivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl
von reducirten Formen fiir jede gegebene Determinante existirt,
80 folgt hieraus unmittelbar:

Die Anzahl der Classen nicht-dquivalenter Formen von positiver
Determinante ist stets eine endliche.

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu beantworten, ob zwei
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einan-
dér iquivalent sein kOnnen; denn erst dann haben wir (wie in
§. 65 fiir negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um iiber
die Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven
Determinante entscheiden zu konnen. Diese Untersuchung stosst
bei positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten, da
in der That immer mehrere nicht identische und doch &quivalente
reducirte Formen existiren. ‘

Um einen sichern Boden fiir diese Untersuchung zu gewin-
nen, stellen wir zunéchst die bestimmte Frage:

Kann eine reducirte Form (a, b, a') eine ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a’, b', a") haben, welche ebenfalls reducirt ist?

Nehmen wir einmal an, dies sei moglich, und es sei (_(1)’ (ls)
b

die Substitution, durch welche die reducirte Form («, b, a') in die
ebenfalls reducirte Form (a’, b', @”) iibergeht. Sind dann  und
o' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form,
80 hingen diese (nach §. 73) durch die Gleichungen

1 1
w—3d O0—w

l .
w:—m—,+6, m'=__
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mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest-
setzen, dass @ und @' die beiden ersten Wurzeln der beiden For-
men bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den bei-
den zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten Form
die beiden dussern Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben,
und die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Coefficienten
besitzt, so haben die beiden unechten Briiche @ und @' beziiglich
die Vorzeichen von a und a', also entgegengesetzte Vorzeichen, da
der erste Coefficient a’ der zweiten Form zugleich der letzte
Coefficient der ersten Form ist. Wendet man dies auf die
Gleichung
, 1 1

0 = = -—

0 — @ @ — 0

an, so ergiebt sich, dass @ — d ein echter Bruch sein muss von
gleichem Vorzeichen wie ; es muss daber § diejenige vollstindig
bestimmte ganze Zahl sein, welche dem absoluten Werth nach
nichst kleiner als @ ist und dem Vorzeichen nach mit ® iiber-
einstimmt. Wir schliessen hieraus, dass eine reducirte Form
(a, b, a’) hiochstens eine einzige nach rechts benachbarte Form
(a’, &', a") hat, welche ebenfalls reducirt ist.

Aber es existirt auch wirklich immer eine solche der reducir-
ten Form (a, b, a’) nach rechts benachbarte und reducirte Form
(a', b', a"). Denn es sei @ die erste Wurzel der reducirten Form
(4, b, a'), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit dem
von g iibereinstimmt; so wihle man die ganze Zahl § so, dass ihr
absoluter Werth (d) die grosste ganze in (w) enthaltene ganze Zahl
(also nie = 0) wird, und gebe 0 das Vorzeichen von @; dann geht
die gegebene Form (a, b, a’) durch die so bestimmte Substitution

(__ (1)’ é) in eine benachbarte Form (a', b, a”) iiber, deren erste
k)
Wurzel

ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von @ und a ent-
gegengesetzt ist und also mit dem von «' iibereinstimmt. Be-
zeichnen wir nun mit @, und @} die beiden zweiten Wurzeln, so
besteht zwischen ihnen dieselbe Relation
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1

/
@, — :
1 0 — a’

da nun @, ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von w,
und also auch dem von & entgegengesetzt, und da & eine von Null
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass 0 — ®, ein unechter
Bruch, und also @) ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit
dem von 0, @ und a iibereinstimmt, also dem von ' und a’ ent-
gegengesetzt ist. [Es ist also bewiesen, dass die beiden Wurzeln
o’ und @] der neuen Form (a’, b’, a”) entgegengesetzte Zeichen
haben, ferner dass die erste @’ ein unechter, die zweite ] ein
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine redu-
cirte, was zu beweisen war.

Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts
benachbarte Form , welche ebenfalls reducirt ist, und diese kann auf
die angegebene Weise immer leicht gefunden werden.

Genau ebenso liesse sich nun auch beweisen, dass jede redu-
cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben
behandelten durch die einleuchtende Bemerkung zuriickzufiihren,
dass die beiden Formen (a, b, a’) und (a’, b, a) gleichzeitig redu-
cirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Hieraus folgt
namlich in Verbindung mit einem friiher (§. 62) erwdhnten Satze,
dass, wenn die reducirte Form (a, b, a’) eine nach links benach-
barte und ebenfalls reducirte Form (‘a, 'd, a) besitzt, die redu-
cirte Form («’, b, a) die nach rechts benachbarte Form (a, 'd, 'a)
hat, welche ebenfalls reducirt ist; und umgekebrt, sobald die
Form (a, 'b, 'a) der reducirten Form (a’, b, @) nach rechts be-
nachbart und zugleich reducirt ist, so ist die Form ('a,’d, a)
ebenfalls reducirt und der Form (a, b, a') nach links benachbart.
Da wir nun gesehen haben, dass eine reducirte Form (a', b, a)
immer eine und nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form
(a, 'd, 'a) hat, so folgt:

Jede reducirte Form (a, b, a’) besitet stets eine und nur eine
nach links benachbarte reducirte Form ('a,'b, a).

§. 78.

Aus den soeben bewiesenen Sitzen iiber die nach rechts und
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man
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sammtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in
Perioden eintheilen kann, die auf folgende Weise zu bilden sind.
Man wihle irgend eine reducirte Form ¢, und bilde die nach
rechts und links fortgesetzte Reihe

cP—2, P—1, Pos P1y P3 ..
der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu-
cirten Formen, welche durch das eine Glied ¢, vollstindig be-
stimmt sind. Da es nur eine endliche Anzahl von reducirten For-
men der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten zweier
auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte Zeichen
haben, 80 muss einmal auf eine Form ¢ dieser Reihe nach einer
geraden Anzahl 2% von Gliedern eine mit Py identische Form

P utom folgen; und«da eine Form ¢ “ oder ¢ ji+20 DUT eine einzige
nach rechts, und nur eine einzige nach hnks benachbarte redu-

cirte Form besitzt, so miissen auch die beiden Formen, ¢ pt1
und Pt 14200 ebenso die beiden Formen P 1 und ‘p,u—1+zm
und also auch allgemein je zwei Formen dieser Reibe identisch sein,

deren Indices dieselbe Differenz 2x haben. In der ganzen Reihe sind
daher hochstens 2 # verschiedene Formen

Poy P1y Pg ... P2p—2y, P2n—1;

und diese werden in der That alle von einander verschieden sein,
wenn keine der Formen ¢,, @,. .. ¢5,_, mit ¢, identisch ist;
denn wiren ¢, und @, +2q- ZWel identische Formen, so miisste

auch @,,. mit ¢, identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist,
80 besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich
oft periodisch wiederholenden Folge dieser 2n Formen; je zwei
Formen ¢ u und ¢, deren Indices eine durch 2 theilbare Diffe-

renz g — v haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die For-
men @, und @, identisch, so ist g = v (mod. 2n).

Es kann nun sein, dass diese 2 Formen alle reducirten For-
men der Determinante D erschopfen; aber es ist auch mdglich,
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter-
minante existiren. Im letztern Fall sei ¥, eine solche, in der
obigen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht
ihr ebenso eine Periode von 2m unter einander verschiedenen
Formen
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Yo, Y1y Yo .. - Vam—3, Pam—1;

alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen
der ersten verschieden sein; denn besissen beide Perioden eine
gemeinschaftliche Form, so wiren beide Reihen vollstindig iden-
tisch, da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur
auf eine einzige Weise nach rechts und links' fortgesetzt werden
kann. ' S0 '

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re-
ducirte Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die An-
zahl der Perioden ist nothwendig eine endliche; die Anzahl der
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden-
falls ist sie stets gerade.

Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten
Formen fiir die Determinante D — 13 aufgestellt; nehmen wir
z.B. fiir ¢, die Form (3, 1, —4), so erhalten wir folgende Periode
von zehn Formen

®o = (3,1, —4); ¢, = (— 4, 3, 1);
2 = (1, 3, —4); @3 = (—4, 1, 3);
s =(3,2,—3); 95 =(—3, 1, 4);
9 = (4,3, —1); 9, = (—1, 3, 1);
®s = (4,1, —38); s = (— 3, 2, 3).

Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art;
um aus der reducirten Form (a, b, ') die ihr nach rechts be-
nachbarte reducirte Form (a’, 3, a”) zu finden, braucht man nur

ihren mittlern Coefficienten b’ zu suchen, welcher durch die Con-
gruenz b’ = — b (mod. a') und die Nebenbedingungen

PH1— @) SV

stets vollstindig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der
Formen sogleich erkannt wird. In unserm Fall ist A = 3; man
findet daher den mittlern Coefficienten b’ der Form ¢, durch die
Bedingungen

"= —1 (mod. 4), 0¥ <3,

“niimlich 3’ = 3. Und nachdem so &' gefunden ist, ergiebt sich
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also in unserm Fall a” = 1. In derselben Weise ist fortzu-
fahren, bis die erste Form ¢, sich reproducirt; in unserm Bei-
spiel wird der mittlere Coefficient von ¢,, dadurch bestimmt, dass
er = — 2 (mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der
Grenzen 1 und 3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also
wird @,, identisch mit ¢,. '

Die so gefundenen zehn urspriinglichen Formen der ersten
Art erschopfen aber noch nicht alle reducirten Formen der Deter-
minante 13; es bleiben noch zwei urspriingliche Formen der zwei-
ten Art iibrig

#’0 = (27 39 _2)& Y, = ("—2’ 3" 2)
welche offenbar noch eine zweite Periode bilden.

Beispiel 2: Fiir D=19 erhalten wir folgende zwei Perioden,
jede von sechs Gliedern:
®o=(3, 2, —5); ¢ =(—5’ 3,2
,(p2=(2’ 3, —5); @ =(—51 2,3)
Py = (31 4, —1); @5 = (_ 1,4, 3)
und
Yo = (5a 21 —3)1 P = (—37 47 1)
ﬂ’?:(l’ 4, —3); 7”3:(—31 2, 5)
Py = (5') 3, —2); Y = (—‘21 3, 5)'
Beispiel 3: Fiir D = 35 erhilt man folgende vier Perioden,
jede von zwei Gliedern:

9o =1(1,5,—10), ¢, =(—10,5, 1)
¥o = (10,5, — 1), ¥; = (— 1,5, 10)
xo =(2,5,— 5), 1 = (=~ 5,5, 2)
o =(5,5,— 2), 6,b, =(— 2,5, b).
Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante
D = 179 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und

zwei Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Pe-
rioden ist folgende:

Qo = (7) 3, _10); @, = (‘“ 10, 7, 3)
¥, = (3,8, — 5); 9’3=(— 5,1, 6)
@, = (6,5, — 9); Y5 = (“' 9,4,7);
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aus ihr entstehen die drei andern durch Vertauschung der #ussern
Coefficienten (womit die Vertauschung von rechts und links in der
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der
Vorzeichen der dussern Coefficienten in die entgegengesetzten.
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist

Yo = (1, 8, —15); ¢ =(—15,17,2)

Yy = (2,7, —15); %3 = (— 15,8, 1);
aus ihr entsteht die andere durch die Zeicheninderung der_ dus-
sern Coefficienten, '

. §. 79.

Die vorhergehenden Untersuchungen iiber die Perioden der
reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng-
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in
Kettenbriiche, Nehmen wir fiir die Anfangsform ¢, einer Pe-
riode immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist
auch ihre erste Wurzel w, positiv. Wir bezeichnen mit & 6 die

erste Wurzel der Form P us mit 6‘“ den vierten Coefficienten der
Substitution (_?’ g’ 1), durch welche 9, in die nach rechts be-
b
[l

nachbarte Form ¢ 4+ tbergeht, und endlich mit ¥ den absolu-
ten Werth von 6#. Da (nach §. 77) der Coefficient 6, seinem
Zeichen nach mit @ iibereinstimmt, und dem absoluten Werth
nach die grosste in dem absoluten Werth von @, enthaltene ganze
Zahl ist, und da die Wurzeln wq, @;, @, . . . abwechselnd positiv
und negativ sind, so ist (—1)* @ p stets positiv, und folglich
k,=(—=D"3,;
zwischen den successiven Wurzeln o, @, - bestehen aber fol-
gende Relationen (§. 77): :
o1 1
to‘u:ﬁ”—w—‘u:; “"u+1=6‘u+1 _“’p+z

multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, F 1
u. s. w. der Art, dass die linke Seite stets,positiv wird, so er-
hilt man

o o .
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1 1
= ® =k, —
— M Iz +m#+1’:F B+l u+1 +m‘u+2
und hieraus ergiebt sich fiir den positiven 1rrat10na.len unechten
Bruch (—1)* @ u folgender Kettenbruch:

1
—He,=k, + T

kyow + 57—
pm+l ky+2+'“

den wir kiirzer durch
(k#, k‘uH, ky+2"')

bezeichnen wollen. Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch;
denn besteht die Periode der reducirten Formen ¢ aus 2x Glie-
dern,soist 8, , = = 0 und also auch % =k ui es wieder-

+2n
bholt sich daher dle Reihe der Zahlen % immer nach hochstens
2n Gliedern von Neuem.

Beispiel 1: Nehmen wir D) = 13, so haben wir, um die
erste Wurzel @, der Form ¢,—=—(3, 1, —4) in einen Kettenbruch
zu entwickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78):
Po=3,1,—4); 91=(—43,1) |
P2=(1,3,—4); 9;,=(—41,3)
?e=(3,2,—3); 95 =1(—3,1,4)
ps = (4, 38, _jl); 9 = (—1,3,4)
ps = (4,1, —3); @y =1(—3,2, 3)
b +

und hieraus durch die Formel 0 = — dle successiven

Werthe der Substitutionscoefficienten & abzulenten R
60=+1, 61_———6, 62=+1, 63='—1, 64=+1,
05 =—1, 06 =+6, 0 =—1, 0g=+ 1, 0g=—1;
daraus ergeben sich die absoluten Werthe
ko:l, k1=6, kg"—‘l, k3=1, k4=1,
k5=1, k5=6, k7=l, ks=l, kg:l.
Hier zeigt sich die eigenthiimliche Erscheinung, dass die Periode

des Kettenbruchs nur aus fiinf Gliedern besteht, wihrend die Pe- \
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthélt; wir werden
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spiter darauf zuriickkommen. Die gesuchte Kettenbruch-Entwick-
lung ergiebt sich hieraus als die folgende:

14+ Vi3

—=00,6,1,1,1;1,6,1,1,1;..)

Ebenso liefern die beiden andern reducirten Formen derselben
Determinante D == 13, némlich

L9 =2,3,—2), 9. =(—2,3,2
folgende Werthe
0p =+ 3, 0, = —3,
also ‘
ko = 3, k, =23
und folglich -

=(3;3;...);

auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie
die der reducirten Formen.

Beispiel 2: Fiir D — 19 giebt die sechsgliedrige Formen-

periode

P = (3, 2, —5); ¢ =.(—5,3,2)

P = (2,3, —5); @3 =(—5,2,3)

9oy = (8,4,—1); o5 =(—1,4,3)
die Zahlen
o=+ 1,8,=—3,0,—=+1,0;=—2,0,—=48,0,=—2;
ky =1, ky,=3, ki=1, ky=2, k=8, ky=2;
also ‘

ﬁ{)@:(l,s,l,z,s,z;...)

Beispiel 3: Yiir D = 179 giebt die sechsgliedrige Periode
9o = (7, 8, —10); ¢, = (—10,7, 3)
;= (3,8, — B); ¢3=(— 5,7,6)
9. =(6,5,— 9); 2s=(— 9,4,7)
die Zahlen

'



206 - Vierter Abschnitt. -
60=+l’61=-’5162=+3a63=_—2364=+1165=_1;
ko:l, k1=5, k,=3, k3=2, k4=1, k{,:l;
also entsteht die Entwicklung

3—4”1()@=(1,5,3,2,1,1;...).

Ebenso liefert die viergliedrige Periode
g0 = (1,8, —15); ¢, = (—15,7,2)"
9 =(2,7,—15); 93 =(—15,8,1)
die Zahlen
0p=+1,0,=—17,0, = + 1, 03 = — 16;
ke=1,k =7k, =1, ks = 16;
also den Kettenbruch

§___+15__ VIS _ 1,7, 1, 165. . ).

Zu gleicher Zeit findet man natiirlich auch die Entwicklung der
Wurzeln der drei andern Formen

_f’+_2V7—2=_(7,1,16,1;...)
. 7+1—5V79= 1,16,1,7;...)

8 79
_ ___+1V—= —(16,1,7,1;5...)
durch einfache Verschiebung der Periode *).

*) Die Form (1, 0, — D) ist der reducirten Form ¢, = (1, 4, 42 — D)
dquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist offenbar @2s,—1
= (A2— D, 4, 1), und hieraus folgt eine Entwigklung von der Form:

1
VD —a

= (kO"‘ kn-——‘.), kn—-l, kn-—-Q... k()’ 21; ...).

und
VD = (l; ko... ka—?, kn—l, kn—2... ko, 21;...).

Ist ferner D = 1 (mod. 4), und ¥’ die grosste ungerade Zahl unterhalb
VD, so ist die Form (2,1, ;1 — D)) der reducirten Form (2, ¥, 1/,(4'2— D))
iiquivalent, und da die letzte Form der entsprechenden Periode nothwendig
(Y (4'2— D), 4/, 2) ist, so ergiebt sich eine ganz &hnliche Entwicklung fir
Y (VD —1).
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§. 80.

Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten
iibrig, namlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter-
minante, welche verschiedenen Perioden angehéren, #quivalent
sein konnen oder nicht. Dazu miissen wir eine Digression iiber
die Theorie der Kettenbriiche machen, in welcher wir einige we-
niger bekannte Sétze iiber dieselben beweisen wollen.

Ein Kettenbruch (a, b, ¢, d...), dessen simmtliche Ele-
mente a, b, ¢, d ... positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme
des ersten a, fiir welches auch der Werth Null gestattet ist), soll
im Folgenden ein regelmdssiger heissen; der Werth eines solchen,
endlichen oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets
positiv, und umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth
stets und nur auf eine einzige Weise in einen regelmissigen Ket-
tenbruch verwandelt werden kann. Sehr wichtig fiir unsere
Zwecke ist nun die Umwandlung eines unregelmissigen unendlichen
Kettenbruchs

(“,ﬁ,ﬂ’---H,"’,P,qar...u,v...),

dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten
p ab simmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelmissi-
gen. Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Ele-
mente %, v ... von einem bestimmten, in endlicher Entfernung lie-
genden, Element » ab unverindert bleiben, und dass die Differenz
zwischen der Anzahl der geiéinderten und der Anzahl der sie er-
setzenden Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nach-
dem der Werth des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem
zunichst voraus, dass v nicht das erste Element des ganzen Ket-
tenbruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmissigkeit des Ketten-
bruchs von dieser dussersten Stelle v zu entfernen und um min-
destens eine Stelle weiter nach links zu dringen.

Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten-
bruch (u, v, p, q . ..) zu betrachten, den wir auch in endlicher
Form (g, v, p') oder (u, v, p, ¢') oder (u, v, p, ¢, *') u. s. W.
schreiben konnen, wenn wir die unendlichen regelmissigen Ket-
tenbriiche
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® q,7rs8..) (¢,7r,8..), (rys..)usw

zur Abkiirzung mit p’, ¢', ' w. 8. w. bezeichnen. Wir haben nun
folgende Fialle zu unterscheiden.

1) Ist v = 0, so ist

1 1
@ 0p)=p+-—F=vt+tp=p+p+5
04+ = q
pl
oder also
(#,0,p,9) = (& + p,4);

es ist also die Unregelmissigkeit von der Stelle » — 0 um min-
destens eine Stelle nach links gedriingt, und zugleich ist an Stelle
der abgeinderten drei Elemente u, 0, p das einzige Element y + p
getreten.

2) Ist v negatlv = — n, und # > 1, so erhilt man mit Be-
nutzung der Identitdt

1

1
@ —M=g—p=9—1+
14 h—

=(@g—1,1, h—1)

Afolgende successive Umformung: .
1 1
(l"i_”vp,)=(l"'a_"+17)=(y'—la 1, ”’—1_?)

=p—11,n—1, —p')
und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Identitéit:

@,_”7P’q')=@_1a11”_2, Lp—1)
=@p—-—1,1,n—2,1,p —1,q).

An Stelle der drei abgednderten Elemente u, —n, p sind die
fiinf Elemente ¢ — 1, 1, » — 2, 1, p — 1 getreten, und von die-
sen ist hochstens das erste negativ. Sollte ferner n — 2 oder
p — 1, oder sollten beide Zahlen = 0 sein, so wird man durch
einmalige oder zweimalige Anwendung der unter 1) aufgestellten
Regel alle Elemente, mit Ausnahme des ersten, in positive ver-
wandeln; auch dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl
der abgeiinderten und der Anzahl der dieselben ersetzenden Ele-
mente eine gerade Zahl bleiben, und die Unregelmissigkeit -ist
mindestens um eine Stelle nach links verschoben.

R
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3) Ist v = — 1, so ist die eben angegebene Regel nicht an-
wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man
1 1
—Lp)=p+—=p—2+———
— 1+ 1+ 57—
also auch
e —1,29)=@E—2,1,p—2,9;

sollte p=2 sein, so hat man wieder nach der unter 1) aufgestell-
ten Regel zu verfahren. Ist aber p — 1, so hilft diese Formel
Nichts; dann ist aber
1
@—11Ld)=p+ ———F—=u—-1—-¢
—1 4 :
L+ &

‘und folglich
#,—1,1,¢,7,s8)=@E—2—gq1,r —1,s;
und sollte » = 1 sein, so wiirde man wie in 1) verfahren.

Auf diese Weise ist in allen Féllen ohne Ausnahme die Un-
regelmissigkeit des Kettenbruchs von der Stelle » um mindestens
eine Stelle weiter nach links gedréngt, und zugleich ist der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeinderten und der Anzahl der
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den
urspriinglich gegebenen Kettenbruch

(e, B,7...8,v,0,¢,7...%, u,v...)
in einen andern
(e'ybye.. . by lyu,v...)
umformen kénnen, in welchem alle auf das erste folgenden Ele-
mente b, ¢ . .. positive ganze Zahlen sind, welche von einer in
endlicher Entfernung liegenden Stelle # an mit den Elementen des

gegebenen Kettenbruchs iibereinstimmen; und zwar wird der Un-
terschied zwischen der Anzahl der abgeinderten Elemente

aoBfyy...uvip 7.t

und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente
Dirichlet, Zahlentheorie. 14



210 Vierter Abschnitt.
@ byc... k1

eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der
gesammten Umformung Statt findet.

Ist nun &' positiv oder = 0, so ist die Umformung vollendet
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen &' nega-
tiv — — a, so ist der Kettenbruch negativ, und zwar

=—(@—1,1,b—1,¢...)
oder, wenn b = 1 sein sollte,
=—(a—l,c-|—1,d...).

Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeéinderten Elemente
um eine Einheit kleiner oder grosser als die Anzahl der sie er-
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte Punct unserer
obigen Behauptung nachgewiesen.

§. 81.

Wir bediirfen zweitens fiir die Untersuchung der Aequivalenz
zweier Formen noch des folgenden Satzes:

Sind «, B, v, 0 vier ganze Zahlen, welche der Bedingung
ad — py=1

gentigen, und deren erste a von Null verschieden ist; findet ferner
swischen zwet Grossen o und S die Relation

_r+ oL
T a4+ B8R

Statt; so kann man stets
o=@ mn...r, 6,82

setzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen m, n . . . r eine
gerade ist, A und 6 aber auch Null oder negative ganse Zahlen sein

Um diesen Satz zu beweisen, konnen wir, ohne die Allgemein-
heit zu beeintrichtigen, annehmen, dass die von Null verschiedene
ganze Zahl o positiv ist; denn sollte o negativ sein, so verwan-
"dele man die Zeichen aller vier Zahlen o, 8, p, 8 in die entgegen-
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gesetzten, so bleibt die zwischen ihnen, und ebenso die zwischen
o und L bestehende Relation ungeéindert. Ist nun zunichst a =1,
also 8 = By + 1, so ist unmittelbar

?+ By + DR _

0 —=

also ist in diesem Fall unser Satz richtig. Ist aber « > 1, so
entwickle man den Bruch % in den Kettenbruch (4, m,n ... 1),

dessen Elemente simmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus-
nahme des ersten 4, welches positiv, Null oder negativ sein wird,
je nachdem p positiv und grosser als «, oder positiv und kleiner
als o, oder endlich negativ ist.

Wir konnen ferner voraussetzen, dass die Anzahl der posi-
tiven Elemente m, n ... r gerade ist; denn da bei der gewdhn-

lichen Methode, einen Bruch ¥ in einen Kettenbruch zu verwan-

deln, das letzte Element r mmdestens = 2 ist, so konnte man
wenn die Anzahl der Elemente m, » ... r ungerade sein
sollte, das letzte Element » in den Kettenbruch » — 1 4 1 ver-
wandeln und also statt des obigen Kettenbruchs den folgenden
(A, m, n...r —1, 1) nehmen, in welchem die Anzahl der positiven
Elemente m,n ... — 1, 1 nun gerade ist. Bildet man nun

nach der friilher (§. 23) angegebenen Methode die sogenannten
Niherungsbriiche,

[A] [Am] [Amn] [Ammn. ..q1]
1’ [m] °  [m,n] [m,n...q,7]
so erkennt man leicht, dass ihre Nenner simmtlich positiv sind.

Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Briiche irreductibel
sind, und da der letzte der obigen Briiche dem in Folge der Re-

lation @d — By = 1 ebenfalls irreductibeln Bruche %gleich,und
o positiv ist, so muss
a=[mmn...q,7], y=[MRA mn...q,7]

sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele

Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die

Anzahl der Elemente 4, m, n. .. g, r ungerade ist, so folgt aus
' 14*
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der damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass

[myn...q) [Aym,n...q, ] —[m, n...q, 7] [A, m, n...q]=—1
oder also
afd,mn...q) —[mn...qy =1

ist; vergleicht man dies mit der Relation a8 — fy = 1, so er-
giebt sich (dhnlich wie im §. 59), dass man

d=[Am,n...q] 4+ yo

p=[m,n ...q]+ ac
d. h.

0=[A,mn...q,r,d]

B=1[mn ...q,7, 0]
also
)
F:(l,m,n...q,r,a)
setzen kann. Nach demselben Bildungsgesetz ist nun

y+0Q=1[A,mn...r o Q]
at+ gRxR=[mn ...r,o, Q]

und folglich, wie zu beweisen war,

o=@ mmn...r, 6, Q)

§. 82,

Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ket-
tenbriiche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entschei-
dung der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten
Formen einer positiven Determinante dquivalente Formen enthal-
ten konnen. Es seien daher (a, b, ¢) und (4, B, C) zwei redu-
cirte (eigentlich) #quivalente Formen; da alle Formen einer und
derselben Periode einander stets iquivalent sind, so konnen wir
annehmen, dass die ersten Coefficienten @, 4 und folglich auch
die ersten Wurzeln dieser beiden Formen positiv sind, weil im
entgegengesetzten Fall die unmittelbar benachbarten Formen diese
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Eigenschaft besitzen wiirden. Bezeichnen wir (a, b, ¢) mit ¢,
und (4, B, C) mit @,, und bilden wir fiir jede dieser beiden For-
men (nach §. 78) die sie enthaltende Periode, so erhalten wir da-
durch fiir die ersten Wurzeln w,, £, dieser beiden Formen die
regelméssigen Kettenbriiche

@Dy = (ko, kl, kg . .),
go: (Ko, Kl’ Kg .. .).
Ist nun (;’ g) eine Substitution, durch welche ¢, in @, iibergeht,

30 besteht zwischen den ersten Wurzeln @,, 2, die Relation

0 = y 4+ 08,
T e+ B

und ausserdem ist
e — By =1.

Da ferner e« nicht =— 0 sein kann, weil sonst 4 — ¢, also 4 ne-
gativ wire, so kann man nach dem so eben bewiesenen Satze

w,=(@R,mn...r 6, L)
und also auch
oy=GA m,n...r, 6, K, K, K, ...)

-

setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens
von der Stelle K, ab keine Unregelmissigkeit enthiilt, ist die An-
zahl der Elemente 4, m, n . .. r, ¢ eine gerade — 2g. Ist 6 po-
sitiv, so ist, da @, >> 1 ist, auch 4 positiv, also der Bruch regel-
miéssig. Ist aber 6 =— 0 oder negativ, so forme man den Ketten-
bruch nach den obigen Regeln (§. 80) in einen regelméssigen um;
nimmt man p hinreichend gross, so werden die Elemente
K o K IR bei dieser Umformung ungeéndert bleiben, und die
Anzahl v der Elemente, welche an die Stelle der vorhergehenden
(29 + u) Elemente

\
l,m,n...r,G,K,...K‘u_l

treten, wird = p (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des
ganzen Kettenbruchs positiv ist. Da nun @, nur auf eine einzige
Weise als ein regelmassiger Kettenbruch dargestellt werden kann,
80 miissen die Zahlen
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Kf" Ky+l’ K#“ .....
resp. mit den Zahlen
Ky Bypyr Byyge-

identisch sein. Ist daher g4 A ein Multiplum von der Anzahl der
Formen, welche die Periode der Form ®, bilden, und also eine
gerade Zahl, so ist auch v 4 h eine gerade Zahl = 2m, und
die Zahlen

Ky-}-h’ Kp+h+l’ Kp+h+2 ‘

stilnmen mit den Z:hlen
Ko, Kla -K‘I LR ]
und diese folglich mit den Zahlen

k k k

2m)? 2m 41 2m+2 ° "

‘iiberein. Hieraus folgt unmittelbar

R = (ky s k2m+l ) =0y,

und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollstindig
charakterisirt ist, so schliessen wir hieraus, dass die Form @, mit
der Form ¢,,, identisch sein muss, dass also @, sich in der aus
@, entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgenden
Hauptsatz gewonnen:

Zwei dquivalente reducirte Formen von positiver Determinamte
gehoren einer und derselben Periode an; zwei reducirte Formen
konnen wicht dquivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden ange-
horen.

Mit Hiilfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um
zu priifen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De-
terminante dquivalent sind oder nicht. Man suche (nach §. 76)
zu jeder der beiden Formen eine ihr dquivalente reducirte Form;
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder
verschiedenen Perioden angehoren, sind die gegebenen Formen
dquivalent, oder nicht dquivalent. Im erstern Fall ergiebt sich
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form
in die andere iibergeht.

Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5)
und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante D — 35 haben,
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Die erste geht durch die Substitution <_ (1)’ i' 1;) in die redu-
cirte Form (5, 5, — 2), die zweite durch die Substitution

(12 ilf’, in die reducirte Form (— 2, 5, 5) iiber. Diese beiden

reducirten Formen gehéren aber derselben zweigliedrigen Periode
(4,5 —2), (—2,5,5)

an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (_ (1)’ g

in die letztere iiber. Mithin sind die beiden gegebenen Formen
(13, 60, 5) und (62, 95, 145) siquivalent, und da (: 7,—10
, —

die inverse Substitution von (_T_ g’ il,? ist, so geht die erstere

dieser beiden Formen durch die Substitution
0, + 1) 0,1\ /(—7,—10 —3—5
—1,—-13/\—1,5/\—2, — 3 + 41, 4+ 68

in die letztere iiber.

§. 83.

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der bei-
den in §. 59 aufgestellten Hauptprobleme auch fiir Formen von
positiver Determinante gelost; das zweite haben wir, indem wir
uns auf urspriingliche Formen beschrinkten, in §. 61 auf die Auf-
16sung der unbestimmten Gleichung

—_— Duﬁ:ﬂ?

zuriickgefiihrt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen
von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen,
wie frither fiir negative Determinanten, nur noch iibrig, diese
Gleichung fiir jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der
Determinante I vollstindig aufzulosen. Fermat hat diese Glei-
chung den Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Losung
von dem Englinder Pell angegeben wurde; allein obwohl seine
Methode die Losung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in
ihr nicht der Nachweis, dass siec immer zum Ziele fithren muss
und dass die Gleichung ausser der evidenten Auflésung ¢ =+ o,
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# =— 0 noch andere Auflosungen besitzt. Diese Liicke ist erst
von Lagrange ausgefiillt, und hierin besteht wohl eine der bedeu-
tendsten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem Gebiete
der Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingefiihrten
Principien in hohem Grade der Verallgemeinerung fihig und
deshalb auch auf dhnliche héhere Probleme anwendbar sind *).
Wir schlagen hier einen ganz andern Weg ein, der sich den
zunichst vorangehenden Untersuchungen unmittelbar anschliesst.
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz
war folgender. Ist (a, b, ¢) eine urspriingliche Form der aten

Art von der Determinante D, und ist (;: g) irgend eine eigent-

liche Substitution, durch welche (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht
8o ist stets

t+bu
6 9

__t—bu cu au

o y B=—— 7=_6"6=

wo t, 4 zwei der Gleichung
t2 — Du? = o2

geniigende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Auf-
16sung ¢, # der unbestimmten Gleichung entspricht durch die

vorstehenden Formeln eine Substitution <;f” g), durch welche die

Form (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht. Wir haben nun durch die
letzten Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel

gewonnen, alle Transformationen (;’ g) einer reducirten Form
)

von positiver Determinante D in sich selbst direct zu finden, und
folglich konnen wir hieraus auch alle Auflosungen £,  der unbe-
stimmten Gleichung ableiten. Wir schicken der Ausfiilhrung dieser
Untersuchung noch eine Bemerkung iiber die Perioden der redu-
cirten Formen voraus.

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen &, welche
die Elemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel

*) Siehe die Supplemente VIII.
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@, einer reducirten Form ¢, entwickelt wird, eine gerade Anzahl
von Gliedern

kO’ kl LER N kﬂn—l

enthilt, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehren ;
und zwar ist diese Anzahl 2% die der reducirten Formen, welche
mit ¢, in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben
(§ 79) an einzelnen Beispielen gesehen, dass die Zahlen % aus
kleinern Perioden bestehen konnen; wir fanden z. B. aus der
zehngliedrigen Formenperiode der Determinante D —13 folgende
Zahlen:

do=+1, 6§, =—6, dg=+1, 03 =—1, 0, =+ 1;
85:——1, 66—_—'+6, 672—1, 63=+1, 3,:—1;
und also

ko =1, k1=6; ks =1, k3=13 k4=1;
und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe
k5=l, k6:6, kq"'—"l, k8=1, k9=1.

Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann.
Es sei daher 25 die Gliederanzahl der Formenperiode und m die
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen k.
Dann ist, indem wir die frithern Bezeichnungen fiir die Formen
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn m gerade ist,

On = (kmy kms1...) = (kos k1 ...)

und folglich @,, = @,, und also auch ¢, identisch mit ¢, und
daher nothwendig m ein Multiplum von 2%; es existirt also jeden-
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die
der ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m un-
gerade, so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der
Reihe derZahlen £, und folglich ist nach dem eben Bewiesenen 2m
ein Multiplum von 2%, also m mindestens = n; der Fall, dass die
Periode der Zahlen k kiirzer ist als die aus 2% Gliedern be-
stehende Periode der Formen, kann also nurdann eintreten, wenn
n eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem obi-
gen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen k aus n Gliedern be-
stehen kann; es ist dann w,—= — w,, und also ¢a=— ¢y, bpy="0,,
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@, = —a. Doch muss man sich hiiten zu glauben, dass diese
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein
eintreten kann. Fiir D =19 z. B. sind die beiden Formenperio-
den sechsgliedrig (§. 79), also ist » = 3; aber die Perioden der
Zahlen k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig.

Um nun die unbestimmte Gleichung ¢2— Du?t—¢? zu lésen,
in welcher D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und
6 =1 oder (wenn D=1 (mod. 4) ist) auch — 2 sein kann, neh-
men wir eine beliebige wurspriingliche reducirte Form (a, b, ¢) der
Determinante D und von der oten Art. Dass eine solche stets
existirt, leuchtet daraus ein, dass in allen Fillen die Form
(1, 0, — D) urspriinglich und von der ersten Art, und im Fall
D=1 (mod. 4) die Form (2,1, — (D —1)) urspriinglich und von
der zweiten Art ist; sucht man nun zu diesen beiden Formen die
ihnen dquivalenten reducirten Formen, so sind die letztern noth-
wendig ebenfalls urspriinglich und auch von derselben Art wie
jené. Wir nehmen ferner, was stets gestattet ist, a positiv, und
folglich ¢ negativ an; dann ist die erste Wurzel @ dieser Form
positiv, und folglich

0 = (kO’ kl LRI k?hn—?a k?hu-—lv m),

wo 2x die Gliederanzahl der Formenperiode, und & eine beliebige
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun

.. O

% = (ko ky - . . kann—2); ] = (koy by ... .Kkopn—1)

d. h. (nach §. 23)

o« = [kl e kun-a]a = [kl s k?hn—?,A k?hu—l]v
y=1[ky, k1...Fann—2], 0 =1[ko, b1 ...k 2nn—2, kana—1],

so ist nach den schon ofter benutzten Sitzen ad —fy — 1 und

e+ fo = [k ...koan—2, K2pn—1, @]
vd + 0w = [ko, kl .« k2hn—2, k?hu—ly m]

und folglich

Y+ 0o
a+ﬁm—(k01 kl

vokann—sy kapn_1, @) = 0.
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Durch die Substitution <;’ ‘g) geht nun die Form (a, b, ¢) in eine

siquivalente Form iiber, deren erste Wurzel @’ mit @ in der Be-
ziehung :

_y+oa

T a4 fa’

steht, woraus unmittelbar folgt, dass @'—® ist; und da eine Form
durch ihre erste Wurzel vollstindig bestimmt ist, so ergiebt sich,
dass die Form (a, b, ¢) durch die Substitution <:f’ g) in sich selbst
iibergeht. ’

Setzt man daher fiir h der Reihe nach alle positiven ganzen
Zahlen 1, 2, 3. .., so erhilt man durch die Zihler und Nenner
der N#herungsbriiche vom Range 2hn—1 und 2h#n jedesmal

eine entsprechende Transformation (;’ 6) der Form (a, b, ¢) in

(1)

sich selbst (wenn # =1 ist und A =1 genommen wird, hat man
a=1, B=Fk,, y=ko, 0 =kok,+ 1 zu setzen); die vier Coeffi-
cienten e, 8, p,  sind immer positiv, und da ausserdem mit wach-
sendem k& auch nothwendig die Zihler und Nenner der Niherungs-
briiche bestindig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen
Werthen von & auch zwei verschiedene Substitutionen (;’ g) .

3
Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise

alle die Transformationen (;’ g) der Form (a, b, ¢) in sich selbst
1
erhilt, in denen die vier Coefficienten &, §, y, 0 simmtlich positiv
sind. Denn es sei (;’ g) eine solche Substitution, so ist
?

?+0e

ad—py =1 und mza—i—ﬁw’

also auch
fo? + (@—0d0 o —y=0,

und zwar miissen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln
der Gleichung geniigen. Da nun die eine zwischen 1 und + o,
die andere zwischen — 1 und O liegt, so muss die linke Seite
dieser Gleichung fiir @ = 1 negativ, fiir @ = — 1 positiv aus-
fallen; hieraus folgt, dass
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y+o0>a+p, p+o>a+y
ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da

’:—1 und g— zwei auf einander folgende
Niherungsbriiche eines regelmissigen Kettenbruchs (%,, &, .. .)
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y =« und >y ist,
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichun-
gen. Wire nimlich d < p, so wiirde aus der zweiten Unglei-
chung folgen, dass « < # und also auch «d << fy sein miisste,
wihrend doch «d = By 4 1 ist; also ist gewiss & > y. Wire
ferner y << e, also a=7y 4 g, wo ¢ eine positive ganze Zahl be-
deutet, so wiirde aus der ersten Ungleichheit folgen, dass 06>+ o,
also auch

wir beweisen wollen, dass

ad—By>B+ 7)o+ 02

wire; dies ist aber wieder unmdoglich, da die linke Seite —1, die
rechte aber mindestens — 3 ist, weil 8,7, 0 positive ganze Zahlen
bedeuten; also ist in der That y = «.

N

Hieraus folgt nun weiter, dass man

Y —
E_(l,m...q,r)

setzen kann, wo die Elemente I,m ... gq, r simmtlich positiv
sind, und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl un-
gerade ist, weil man eventuell wieder r in » — 1 4 1 auflésen
kann. Nehmen wir ferner zunichst an, dass « > 1 ist, so ist auch
p > o« und y nicht theilbar durch «, und folglich enthilt der
Kettenbruch mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den
unmittelbar vorausgehenden Néherungsbruch

%:(Z,m...q),

so folgt aus e¢p — fy = 1 und ¢d — By = 1, dass man wieder
p=f++ as, § = ¢ + ps setzen kann, und hierin wird s eine
positive ganze Zahl sein. Wiére nimlich s = 0, so wiire 0 = ¢,
und da @ gewiss < y ist, so wire & < y, wihrend doch 0 > »
ist; wire ferner s negativ, so wire auch 0 negativ, gegen unsere
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Voraussetzung, dass «, 8, y, 0 positive ganze Zahlen sind. Es
ist daher

0
B’z(lam“’Qv'r,s)

und folglich, dhnlich wie friiher,

7 + 0o
a + fa

wo nun die Anzahl der positiven Elemente 7, m . . . ¢, r, s gerade
ist. In dem bisher ausgeschlossenen Fall « — 1 erhilt man ein
ganz dhnliches Resultat, denn dann ist

0= =@0m...qrs 0,

0 = '7 +1(I:2, ;_GTI) 2 = (71 B, ﬁ)).

Wir erhalten daher fir @ stets einen regelmiissigen unend-
lichen Kettenbruch

o=(>Cm...¢,rns;,m..)

in welchem die Anzahl der Glieder 7, m ... g, 7, s eine gerade ist.
Da nun ein Werth @ nur auf eine einzige Weise in einen regelmiis-
gsigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so miissen die Zahlen
l,m ... der Reihe nach mit den Zahlen k,, %k, . . . iibereinstim-
men; und da wir uns oben iiberzeugt haben, dass jede Periode der
Zahlen %, deren Gliederanzahl gerade ist, entweder mit der Reihe
der den simmtlichen 2# Formen entsprechenden Zahlen % iden-
tisch ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser klein-
sten Periode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also
* = konp—s, S = kgrn—1, WO h irgend eine positive ganze Zahl
bezeichnet, und folglich

¥ = (koa kl e knn—ﬂ)

Pl
0
-E = (ko, kl e kﬁhn—h k?hn—-l)

was zu beweisen war.

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven
Coefficienten bestehenden Transformationen der reducirten Form
(@, b, ¢) in sich selbst finden konnen, deren erster Coefficient a
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positiv ist, brauchen wir nur noch einen Blick auf die obigen
Formeln

_t—bu ,  cu __au __t+bu
o=—g o b=—F5 =" d="7—

zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultiren-
den Auflosungen ¢,  der unbestimmten Gleichung stets aus zwei
positiven Zahlen ¢, » bestehen. Denn da der letzte Coefficient

¢ der reducirten Form (a,b,¢) negativ ist, so folgt, dass u =—ch

positiv ist; da ferner, wie wir gesehen haben, 6 > y und y = «,
also & > « ist, so ergiebt sich, dass auch ¢ positiv ist. Das Um-
gekehrte ist ebenfalls richtig; sind ¢, 4 zwei positive der unbe-
stimmten Gleichung geniigende Zahlen, so besteht die aus den-

selben abgeleitete Substitution (:’ 6) aus vier positiven Zahlen;

denn da die Form (a, b, ¢) reducirt, also b positiv und der An-
nahme nach a positiv, also ¢ negativ ist, so sind zunsichst 8, p, &
positiv; endlich ist {2 — b2u? = 62 — acu? > 1 und positiv,
folglich hat ¢ — bu, also auch «, dasselbe Zeichen wie ¢ 4 bwu,
néamlich das positive.

§. 84.

Wir konnen daher behaupten, dass alle aus zwei positiven
Zahlen t, u bestehenden Auflésungen — und auf diese kommt es
uns zunichst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der
Wurzel @ der Form (a, b, ¢) gefunden werden, und zwar jede nur
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung
t? — Du? — 62 geht aber hervor, dass die zusammengehérigen
positiven Werthe #, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig ab-
nehmen; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zihler und Nen-
ner der Néherungsbriiche; « und folglich auch ¢ wird gleichzeitig
mit p, also auch mit der von uns mit » bezeichneten Zahl wach-
sen; nehmen wir A = 1, so wird die entsprechende Auflésung,
die wir mit 7, U bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen be-
stehen, d. h. 7' wird die kleinste aller Zahlen ¢, und gleichzeitig
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wird U die kleinste aller Zahlen u sein (die Auflosung ¢ — 6, u
= 0 gehort natiirlich nicht zu den positiven Auflésungen). Diese
kleinste Auflosung 7, U findet man daher sehr leicht durch Ent-
wicklung einer Periode von reducirten Formen.

Beispiel 1: Nimmt man fiir die Determinante D = 79 die
reducirte Form (7, 3, —10), welche natiirlich von der ersten Art
ist, so erhilt man (§. 79)

k():l, kl :5,k2=3,k3=2,k4=1,l75=1;
die successiven Naherungsbriiche sind folgende:

1 6 19 44 63 107

aus den beiden letzten ergiebt sich daher die Substitution

53, 90\
(63, 107)°
t?— Du? =— 62, so braucht man nur die Nenner der Niherungs-
briiche bis § = 90, oder die Zahler derselben bis y = 63 zu bil-

den, so findet man durch die Formeln f=— %1-" oder y — Qﬁﬂ

will xhan nur die kleinste Auflosung der Gleichung

die kleinste der Zahlen %, ndmlich U =9, und hieraus das zuge-
horige T = V(62 + DU?) = 80. Statt dessen findet man auch
T durch die Formel }6(a+ 0), wenn man Zihler und Nenner
der Niherungsbriiche berechnet hat.

Nimmt man die reducirte Form (1, 8, —15), so findet man
folgende Zahlen (§. 79)

ko:l,kl::",kg:l,ks:lﬁ;

also die Niherungsbriiche

1

152
T) ’

9
'8 138

-] ®

die beiden letzten liefern die Substitution (8’ 185 , und hieraus

9, 152
ergiebt sich wieder U = 9, T = 80, wie vorher.

Beispiel 2: Es sei D = 13 =1 (mod. 4); um die kleinste
Auflosung der Gleichung ¢2 — 134? = 4 zu finden, nehmen wir
die reducirte Form (2, 3, — 2), so ist (§. 79)
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ko = 3, kl = 3;

die Niherungsbriiche sind also %und -159; dadurch erhalten wir

die Substitution (;’ lg) und hieraus U =3, 7= 11.
b

§. 85.

Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Auflo-
sung (7, U) der unbestimmten Gleichung immer gefunden wer-
den kann, gehen wir dazu iiber, alle andern Auflésungen (¢, ) auf
diese eine zuriickzufiihren. Der Bequemlichkeit halber wollen wir,
wenn ¢, » irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung
t? — Du? — 6? geniigendeZahlen sind, und VD stets positivge -
nommen wird, die Ausdriicke

t +4VD t— uVD
6 ? ]

die zu dieser Auflésung (¢, u) gehorigen Factoren nennen und als

ersten und zweiten Factor von einander unterscheiden; das Pro-
duct beider ist stets — 1; sie haben daher immer gleiche Zei-
chen, und zwar das positive oder negative, je nachdem ¢ positiv
oder negativ ist; haben ferner ¢ und u gleiche Zeichen, so ist der
erste Factor numerisch grosser als der zweite, folglich ist dann
der erste numerisch >> 1, der zweite numerisch < 1; das Gegen-
theil findet Statt, wenn ¢ und u entgegengesetzte Zeichen haben ;
und wenn # == 0 ist, sind beide Factoren — +- 1. Ist also z. B.
(t, w) eine aus zwei positiven Zahlen bestehende Auflésung, so ist
ihr erster Factor ein positiver unechter, und folglich ihr zweiter
Factor ein positiver echter Bruch; und dies gilt auch umgekehrt :

ist der erste Factor ein pomtlver unechter Bruch, so sind beide
Zahlen ¢, u positiv.

Sind (¢/,4') und (¢”,4") irgend zwei identische oder verschie-
dene Auflésungen, so kann man

t' +w'VD t" +«"VD _t 4+ uVD
6 o - ¢
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setzen, wo (f, ¥) wieder eine Auflésung bedeutet. Denn entwickelt
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen,
so findet man

ran 1,0 1o, ¥y
_ Ut + Du'u , o — "+ u't"

t
6 ] ’

sollte 6 = 2, also D = 1 (mod. 4) sein, so sind, wie man unmit-
telbar aus der unbestimmten Gleichung erkennt, die beiden, eine
Auflésung bildenden, Zahlen ¢’, 4’ entweder beide gerade, oder
beide ungerade; und da dasselbe von ¢, u” gilt, so leuchtet ein,
dass ¢ und « auch in diesem Fall ganze Zahlen sind. Da nun aus
der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwandlung von VD in
— VD oder auch durch den blossen Anblick der Ausdriicke fiir
t, w die andere Gleichung

' —w'VD t"—u"VD t—uVD
¢ ) ¢ = ¢

folgt, so ergiebt sich durch Multiplication beider

t+uVD t—uVD _
¢ 6 -

1

d.h. ¢ und » bilden in der That eine Auflésung der unbestimmten
Gleichung.

Dieser Satz lasst sich ohne Weiteres auf beliebig viele Auf-
losungen (¢, '), (", u"), ", »"') . . . ausdehnen : setzt man

' + wVD ¢+ VD t" +u"VD __t+uVD
¢ ) 6 o - ¢

so wird (, u) stets wieder eine ganzzahlige Auflésung sein. Be-
stehen ferner ‘alle jene Auflosungen aus zwei positiven Zahlen, so
sind alle Factoren linker Hand positive unechte Briiche; dasselbe
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflésung (f, ), und
folglich sind ¢,  zwei positive Zahlen.

Setzen wir alle die einzelnen Auflésungen (¢, '), (", u") . . .
identisch mit der kleinsten positiven Auflésung (7, U), so kinnen
wir

(T + GUVD)" _tat :.VD

setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zabl bedeutet, und es
Dirichlet, Zahlentheorie. 15
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wird dann (¢, w,) jedesmal eine positive Auflosung werden; zu-
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten #» der Werth
der linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruchs, und
folglich auch ¢, + u, VD bestindig wichst, so dass verschiedene
Werthe von n auch verschiedene Auflosungen (t,, #,) liefern; und
da die beiden Zahlen ¢,, u, entweder beide gleichzeitig wachsen,
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere
oder letztere ein, je nachdem » wichst oder abnimmt.

Umgekebrt konnen wir zeigen, dass durch die vorstehende
Formel in der That jede positive Auflosung (¢, u) geliefert wird.
Denn wire der erste Factor einer solchen Auflosung keine genaue
-Potenz des ersten Factors der kleinsten Auflosung (7, U), so
miisste er, da beide positive unechte Briiche sind, zwischen zwei
successiven Potenzen

(B 2V0) g (2 2V

des letztern liegen, wo » mindestens — 1 ist, da %) nicht

kleiner sein kann als Ml—). Dann wire also

ta+ u VD _t + uVD it VD T4+ UVD
6 )

6 < (] ]

und setzt

multiplicirt man mit dem positiven Factor ——%‘11—)

t+uVD t,—u. VD ¢ + wVD
¢ ) ¢ — ¢ !
80 wiirde

t+wVD T+ UVD
[} < [

1<
folgen; es existirte daher eine positive Auflésung (#, u'), welche
aus kleineren Zahlen #’, w' bestiinde, als die kleinste Auflssung
(T, U); was unmoglich ist.
Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden
Auflésungen durch die Formeln
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ta A 1) .
F_ oI+ T I'»—202D + . t
o 1 —
’:5 = gn —;‘ “1U+ n(n%_l; (n—2) I"—-3U*D + . ;

wenn man der Reihe nach fiir » alle positiven ganzen Zahlen
setzt. Da nun ferner

tn — : VD _ (T—-— GUVD)": (T +6UVD)_”

"ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel

ta +6u,.VD _ (T + GUVD)"

simmtliche Auflésungen ¢,, u, gegeben sind, in welchen ¢, posi-
tiv ist, wenn man fiir # alle ganzen positiven und negativen Zah-
len setzt, indem % _, = — w,, t_, =1, ist. Fiir n=0 ergiebt
sich ferner £, = + 6, uo = 0. Will man daher alle Auflésun-
gen ¢, w ohne Ausnahme in eine Formel zusammendringen, so
braucht man nur

t+uVD uVD (T + UVD)

zu setzen, und hierin Jedes der beiden Vorzeichen mit jedem ganz-
zahligen Exponenten n zu combiniren. Dass auf diese Weise keine
Auflosung iibergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, folgt -
unmittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Aufls-
sungen '
& w), @& —u), (—t w), (—1, —u)

wenn % nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positi-
ven Zahlen besteht.

Hiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der
Aequivalenz auch fiir urspriingliche Formen von positiver Deter-
‘minante vollstindig gelost. Wir sind durch die vollstindige Auf-
16sung der unbestimmten Gleichung {2 — Du? = 62 in den Stand
gesetzt, alle Transformationen einer solchen Form in sich selbst,
und folglich auch alle Transformationen einer Form in eine dqui-
valente aus einer einzigen gegebenen solchen Transformation zu
finden (§§. 60, 61)."

15%*
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Bestimmung der Anzahl der Classen, in
welche die binaren quadratischen Formen
von . gegebener Determinante zerfallen.

§. 86.

Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tieferen
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmung der Classen-
anzahl der nicht #quivalenten Formen von einer gegebenen De-
terminante. Wir beschrinken uns dabei auf urspriingliche. For-
men der ersten oder zweiten Art, ferner, wenn die Determinante
negativ ist, auf die Formen mit positiven dussern Coefficienten,
da die Classenanzahl der andern Formen offenbar genau ebenso
gross ist. Unter diesen Beschrinkungen denken wir uns ein voll-
stindiges Formensystem S der dten Art fiir die Determinante D
gebildet. Zur Bestimmung der Anzahl der in diesem System S
enthaltenen Formen fithrt die Betrachtung und genaue Definition
aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da durch eine Form der
zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt werden kionnen, so
bezeichnen wir, um beide Fille zusammenzufassen, die darstell-
baren Zahlen allgemein mit 6m, und ausserdem beschrinken wir
uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen m positiv, un-
gerade und relative Primzahl gegen die Determinante D ist.
Endlich behalten wir das Wort ,, Darstellung* vorldufig noch in
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dem frithern Sinn bei, nach welchem die beiden darstellenden
Zahlen e, y relative Primzahlen waren (§. 59).

Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen,
erinnern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest
von jeder darstellbaren Zahl 6m, d. h. dass die Congruenz

23 = D (mod. 6m)

moglich ist (§. 59). Es konnen daher in der ungeraden Zahl m
nur solche Primzahlen f aufgehen, fiir welche

-

ist. Umgekehrt: enthidlt m nur solche Primzahlen £, und ist die
Anzahl der verschiedenen unter ihnen = u (wo der Fall y =0
nicht ausgeschlossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von m,
also auch von 6m, und die obige Congruenz hat genau 2 incon-
- gruente Wurzeln (§. 37). Ist » ein bestimmter Repriisentant einer

. . . . n?—
bestimmten dieser Wurzeln, so ist die Form (om, , GmD)

eine urspriingliche Form der aten Art von der Determinante D *).
Diese Form ist daher einer und nur einer in dem System S
enthaltenen Form #dquivalent**). Ist («, b, ¢) diese Form des
Systems, so liefert nur sie solche Darstellungen (a, ) der Zahl
6m, welche zu der durch n reprisentirten Wurzel der obigen
Congruenz gehéren, und zwar ebenso viele verschiedene solche

Darstellungen (e, ), als es Transformationen (;”, g) der Form

1—D .
(a, b, ¢) in die Form (om, =, %), d. h. ebenso viele, als

es Auflosungen (f, ) der unbestimmten Gleichung ¢? — Du?= 6?
giebt (§§. 59, 60, 61). Den Complex aller dieser Darstellungen
der Zahl 6m, welche zu einer und derselben durch » reprisentir-
- ten Wurzel der obigen Congruenz gehdren, wollen wir eine Gruppe

*) Man iiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man bedenkt, dass m re-
lative Primzahl zu 2D, und dass ausserdem, wenn ¢ = 2, immer D =1
(mod. 4) ist.

*¥) Da der Coefficient ¢m positiv ist, so gilt dies auch fiir den Fall,
in welchem D negativ ist, und also S nur Formen mit positiven #ussern
Coefficienten enthilt.



230 Fiinfter Abschnitt.

von Darstellungen nennen. Den 2# incongruenten Wurzeln die-

ger Congruenz entsprechen daher 2# solche Gruppen von Dar-
stellungen derselben Zahl om durch Formen des Systems S, und
in jeder Gruppe sind ebenso viele Darstellungen enthalten, als
es Auflosungen der Gleichung ¢? — Du? = 62 giebt.

Das System der Zahlen m ist nun also vollstindig definirt
durch die Bedingungen:

1) m ist positiv;

2) m ist relative Primzahl gegen 2D ;

3) D ist quadratischer Rest von m.

§. 87.

Jetzt haben wir die Darstellungen von 6m, welche einer und
derselben Gruppe angehdren, genauer zu betrachten.

Fiir den Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl
% der Auflosungen (¢, ) der unbestimmten Gleichung {2 — Du?
= 6? endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer
Gruppe gehorenden Darstellungen einer jeden Zahl 6m; bedeutet
also u wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden
Primzahlen f, so ist 2 die Anzahl der Gruppen, deren jede x
Darstellungen enthilt, und folglich ist

» - 2H

die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl 6m; und. hierin
ist (§. 61)

2 im Allgemeinen;
4, wenn D = — 1,
6, wenn D — — 3 und 6 = 2

ist.

Fiir den Fall einer positiven Determinante D dagegen ist die

Anzahl der Auflosungen (#, u) der unbestimmten Gleichung
t?2 — Du? = 62, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2#
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl 6 unendlich gross.
Wir gehen daher zunichst darauf aus, durch neue Bedingungen,
welche den darstellenden Zahlen aufzuerlegen sind, aus den
unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets

e
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eine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine
Form aller derselben Gruppe angehorenden Darstellungen (z, y)
der Zahl 6m. Ist wieder (a, b, ¢) die Form des Systems S, mit

. 2 —
welcher die Form (om, », n—aTn—D> aquivalent ist, und ist (:f’ g
eine bestimmte Transformation der erstern Form in die letztere,
so erhilt man (nach §. 60) aus dieser einen alle andern durch
die Zusammensetzung

2, ) a,ﬁ)= Ae + uy, A + ud
ve/ \no ve 4+ oy, vf + @90

aller Substitutionen (:',’ g), durch welche (a, b, ¢) in sich selbst
k)
iibergeht, mit dieser bestimmten Substitution (:’ g) Da nun
k)

(nach §. 59) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer sol-
chen Substitution eine zu der Wurzel n gehorende Darstellung
liefern, und da auch umgekehrt jede solche Darstellung (z, y) auf
diese Weise, und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist
die allgemeine Form aller dieser Darstellungen folgende:

z=1Aka+ py, y=va -+ 0p;

da («, y) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen,
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung
(e, p) alle derselben Gruppe angehorenden Darstellungen (z, y)
finden lehren. Nun war aber (§. 61)

t—bu cu
A= G ) “_—‘E—’

U e
V=" 0= T

wo (t, w) jede beliebige Auflosung der Gleichung t2— Du?= 62
bedeutete; folglich erhalten wir

t % t u.
e=a.—@0etey) o, y=rg5+ (ax+0by) -

Fiir alle diese Werthe ist daher
ax? 4 2bzxy + cy? = om;
durch Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich
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wie frither
sam = (az + & + VD) y) (s + & — VD) y),

und es tritt nun die hochst merkwiirdige Erscheinung auf, dass
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome-
trische Reihe constituirt; setzt man n#mlich die vorstehenden
Werthe von z, y ein, so ergiebt sich leicht

am+(b+VD)y—(aa+(b+VD)7)t+—“ﬂ’

ez + 0 —VD)y= (ae + 4 —VD)7) ___“VD ;

wenn man also mit 7, U wie friiher die kleinsten positiven Werthe
von #,  bezeichnet und zur Abkiirzung den positiven unechten
Bruch
T+UVD _
— =
setzt, so ist (nach §. 85)

az + b+ VD)y=+ (ac+ (b + VD) y) 6=
6z 4+ ® —VD)y =+ (aax + b —VD)y) 6—

wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null
sein kann. Wir betrachten nur die erste dieser beiden Gleichun-
gen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun %
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Expo-
nenten 7 stets und nur auf eine einzige Weise 80 bestimmen
kann, dass der algebraische Werth von az + (b 4+ VD) y zwischen
den Grenzen % und %6 liegt; denn nachdem das Zeichen + so
gewihlt ist, dass + (ae + (b + VD) ) gleichstimmig mit &k
wird, giebt es nur noch ein einziges Glied der geometrischen
Reihe zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man,
um fir jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine der-
selben, z. B. k6, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese
Forderung fiir den Werth von az + (b + V D)y ist dann aus der
unendlichen Anzahl von Darstellungen (z, y) eine einzige voll-
stindig isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, k zweck-
massig zu wihlen.
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Dazu konnen wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze
Classe reprisentirende, Form (a, b, ¢) des Systems S einen posi-
tiven ersten Coefficienten a hat; denn es giebt ja in jeder Classe
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben. Wir
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung iiber die Wahl
der in S enthaltenen Formen (fiir negative Determinanten haben
wir schon friither dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine
Hilfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen)
und miissen sie dann natiirlich fir alles Folgende festhalten.
Dann wihlen wir fiir £ die positive Quadratwurzel aus cam, was
gestattet ist, da wir nur die positiven darstellbaren Zahlen ¢m
betrachten. Wir stellen also die Bedingungen

Véam < ax + (6 + VD) y < 6 Voam

auf, um aus allen derselben Gruppe angehorigen Darstellungen
von 6m durch (a, b, ¢) eine einzige (z, y) zu isoliren. Sie lassen
gich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: quadrirt
man, und bedenkt, dass 6am das Product aus zwei positiven ir-
rationalen Factoren ist, so erhalt man leicht durch Division

az+(®—VD)y<az+(®+VD)y < 02 (az + (6 —VD)y);
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich die
Bedingung ’

y=0;

die beiden letzten Glieder geben durch Umstellung und Restitu-
tion des Werthes von 6 die Bedingung

aw+by>-§y-

Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden Be-
dingungen

y=0, ax+by>—§y

riickwiirts die obigen urspriinglichen Isolirungsbedingungen folgen.

Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass
in Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form
az®+ 2bxy + cy? von selbst positiv ausfillt; denn da 7> U VD
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ist, so ergiebt sich durch Addition von + yVD auf beiden Seiten
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren

az+ (b + VD)y, az + (b —VD)y

positiv sind, woraus dasselbe fiir ihr Product und also, da a po-
sitiv ist, auch fir az? + 2bzy + cy? folgt (fir Formen von ne-
gativer Determinante versteht sich dies von selbst, da wir nur
solche betrachten, deren dussere Coefficienten positiv sind).

§. 88.

Mit Riicksicht auf diese letzte Bemerkung konnen wir nun
das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen-
fassen: '

Es sei 8 ein vollstandiges System wrspriinglicher Formen

(a, by¢), (a'yb'y¢")...
der oten Art fiir eine gegebene Determinante D, mit positiven ersten
Cocfficienten a, o'... Dann setze man in jede dieser Formen, z. B.

(a, b, ¢), fir die Variabeln alle ganzzahligen Werthenpaare z, y
ein, welche folgenden Bedingungen geniigen:

2
I) az? + 21:” y+ey ist relative Primzahl 2u 2D;

II) ¢ém Fall einer positiven Determinante D ist
T
y=0, az+by>Fy

wa T, U die Kleinsten positiven der (leichung
T?* — DU? = o3
geniigenden ganzen Zahlen bedeuten ;

III) z und y sind relative Primzahlen zu einander.

Auf diese Weise werden durch die Formen S alle ganzen
Zahlen 6m und nur solche dargestellt, welche folgenden Bedingun-
gen gendigen:

1) m ist positiv
2) m st relative Primzahl zu 2D
3) D ist quadratischer Rest von m;
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und die Gesammianzahl dieser Darstellungen einer jeden solchen
Zahl om ist gleich

x-2‘“,

wo w die Anzahl der in m aufgehenden verschiedenen Primzahlen,
und % eine von m unabhingige Constante bedeutet, deren Werth

= 1 fiir positive Determinanten, = 4 fir D = — 1, = 6 fir
D= — 3 und 6 = 2, und = 2 fir die iibrigen negativen De-
terminanten.

Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen 6 kann daher
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusammensetzung
aus den Primzahlen f, von welchen D quadratischer Rest ist,
und zweitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare
z,y in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der frithern
Untersuchungen iiber die Aequivalenz der Formen und die Dar-
stellbarkeit der Zahlen bildet das Grundprincip der folgenden
Untersuchung. Wir bemerken zuniichst, dass die Identitit der
auf die beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme
nicht aufhoéren wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen
eine bestimmte Function ¢ nehmen, d. h. es wird wieder Identi-
tiat bestehen zwischen dem Complex der Zahlen

Y(az? + 2bxy + cy?), v(@'z? 4+ 2b'zy + c'y?). ..
und dem System der Zahlen
¥(om),

vorausgesetzt, dass der einem bestimmten Individuum ¢m entspre-
chende Functionswerth ¢ (6m) genau x - 2¥ mal in den letztern
Complex aufgenommen wird. Ist daher die sonst ganz beliebige
Function ¢ so gewihlt, dass die Summe aller dieser Werthe eine
von der Anordnung derselben unabhiingige convergente Reihe
bildet, so folgt aus der angegebenen Identitit die Fundamental-
gleichung

Sv(az? 4+ 2bzy + cy?) + IS¢ (a'z2 4 2b'zy + c'y?) + ---
—3 2 2‘“ ¢(6m).

Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Hauptsummen,

als das System S Formen (a, b, ¢), (a’, b', ¢’) enthilt, d. h. als

es Formenclassen fiir diese Determinante giebt. Jede Haupt-
summe, wie z. B,
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T y(az? 4 2bxy + cy?)

ist eine doppelt unendliche Reihe, deren Glieder den simmtlichen
durch die Bedingungen I}, II),III) definirten Zahlenpaaren z,y ent-
sprechen (die Bedingungen I) und II) sind natiirlich fiir die
folgende Hauptsumme so zu modificiren, dass (a’, b, ¢’) an die
Stelle von (a, b, ¢) tritt). Endlich bezieht sich die rechts ange-
deutete Summation auf alle aus den Primzahlen f zusammenge-
setzten Zahlen m, und ebenso behalten p und % ihre frithere Be-
deutung. Wir specialisiren nun die Function ¢ so, dass wir

ve) =

setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber >> 1 ist; diese
letztere Bedingung ist, wie wir spiiter nachtriglich zeigen werden,
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Reihen conver-
giren. Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende
iiber:

s (ax?+ 2bzy 4 cy?\—* .y 2
z( : ) to=xX i,

wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den
verschiedenen Formen entsprechenden Hauptsummen aufgeschrie-
ben ist.

§. 89.

Wir beschiftigen uns nun zunichst mit einer Umformung
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten
wir das System

.fl, f:)') f3 A

der simmtlichen Primzahlen f, welche nicht in 2 D aufgehen, und
von welchen D quadratischer Rest ist. Jede der oben definirten
Zahlen m ist dann von der Form

A fa" i,

wo die Exponenten %y, n,, n;... positive ganze Zahlen oder Null
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sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese
Form gebracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen
entsprechenden unendlichen Reihen

2 2 2 2
1+7—'+f_T+ﬁﬁ+”.+71"7+
2 2

l+f. +f2" +F+"'+W+'

2 2
1 + f: faﬂu + fa3l
u. 8. W.
so erkennt man leicht mit Beriicksichtigung der eben gemachten
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes
als die Summe

2
+---+}3,,T+

P 1ad
o

ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zwei-
ten, dritten Reihe u. 8. £ hat die Form

in 24

(ﬁn; fzu, fa"" . .)l - ms
wo p die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen f be-
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponent % von Null verschieden
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der
genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun
andererseits

2 2 2 2
1 = = e
+fa +f2|+f30+ +fﬂs+
1
1 + —
f R e S §
7 7
ist, so erhalten wir folgende Glelchung
1
1+ —
05 Ynd f]
2 3—; = ﬂ fi 9
m .
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in welcher das Productzeichen IT sich auf die simmtlichen oben
definirten Primzahlen f bezieht. '

Bezeichnen wir mit q allgemein jede positive nicht in 2D
aufgehende Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende
Gleichung auch in folgender Form schreiben kann:

1—(1))'1

denn so oft ¢ nicht zu den Primzahlen f gehort, reducirt sich
der entsprechende Factor des Productes auf 4 1. In der so er-
haltenen Gleichung multipliciren wir Zihler und Nenner des all-

20
m3

gemeinen Factors zur Rechten mit 1 — ql—‘, wodurch derselbe

2 e
(AR R

q?t

wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche
Producte zerlegen, erhalten wir

gleich

1 1
T ‘"1_(2)_1_
s 28 ¢ ¢/ q
l_q2s

Jetzt konnen wir endlich jedes der drei rechts befindlichen
Producte wieder in eine unendliche Reihe verwandeln. Da

namlich

____1 D =
1..(2;) q ( ) !
@O B s G e
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ist, so wird, wenn man fiir ¢ alle, nicht in 2 D aufgehenden,
Primzahlen
qla QQv Qa LI

setzt, das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller
Glieder von der Form

_D— ry __Q)rg 2)}‘3 ) 1
i q2 qs (1™ qom qsm. . .)°

worin die Exponenten 7, 7y, 73 . . . alle positiven ganzen Zahlen
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen

qlﬂ q," qa'-’ E—

besteht offenbar aus simmtlichen positiven ganzen Zahlen n,
welche relative Primzahlen gegen 2D sind; jede solche Zahl n
wird einmal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System
von Exponenten 7, 7, 73 . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit
Benutzung der von Jacob: erweiterten Bedeutung des Legendre’-
schen Zeichens

o) @@ =G 6 G
= (41" 42";D93"”- . ) = (éi)_) '

Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung

1 —s(2\ L

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen »
bezieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind.

Verfahrt man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke-
lungen

1 1 1 1
———-—:] —_— _— o e — v e
— T =l ot

ql

mit einander multiplicirt, so erhilt man offenbar
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1 1
N—=2=
1— L "
ql
und folglich auch
1 .1
1 T = X
I_F

Hierdurch haben wir die wichtige Umformung

1 L. /Dy 1
] 2 e X 2 (7 Y]
2. —_— = 1

”2t

gewonnen *).

§ 90.

Wir multipliciren nun beide Seiten unserer Hauptgleichung
mit der unendlichen Reihe

1
n2s?

2

wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemiss in die fol-
gende iibergeht:

R e R xz(

Fiihren wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der
beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach un-
endliche Reihe

. (an‘b’x’ + 2bnizy + cnly? \—*
3 5 .

2=

”25

geschrieben werden, in welcher fiir z, y alle den frithern Bedin-
gungen I), II), ILl) geniigenden Werthe (§. 88), und fiir % alle
positiven relativen Primzahlen gegen 2D zu setzen sind. Diese

*) Eine directe Verification dieser Gleichung ohne Benutzung unend-
licher Producte findet mam in §. 124.
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Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche
ansehen, wenn man

nx =z'yny =y’
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt

azx'?+ 2bx'y 4 cy'?\—*

2 ]

an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Sum-
mationsbuchstaben z', y’ aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich
aus den Bedingungen fiir z, y, » folgendermassen. Erstens: Da
z, y zufolge der Bedingung I) so gewihlt werden miissen, dass

az? 4+ 2bzxy + cy?
G

relative Primzahl gegen 2D wird, und da » ebenfalls relative
Primzahl gegen 2D ist, so gilt dasselbe von

" az't 4 2b2'y' 4 cy'? — . az? + 2bzy + cy?
¢ ¢

Zweitens : fiir den Fall einer positiven Determinante waren z, y
den Isolirungsbedingungen II)

T
y=0, az+boy> 4y

zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit %, so ergeben sich
die ganz gleichlautenden Bedingungen

Y20, az’ + by >y

Drittens: aus der Bedingung, dass 2, y relative Primzahlen sein
sollen, wiirde jetzt nur noch folgen, dass der grosste gemein-
schaftliche Divisor n von z', ¥’ relative Primzahl gegen 2 D sien
muss; allein diese Bedingung kann man génzlich fallen lassen, da
gie schon in der ersten enthalten ist; denn sobald z’, y’ einen
gemeinschaftlichen Divisor hitten, der nicht relative anzahl
gegen 2 D wire, so konnte auch

az'? 4 2bz2'y + cy'?
¢

nicht relative Primzahl gegen 2.D sein.
Dirichlet, Zahlenthcorie. 16
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Es zeigt sich also, dass die neuen Variabeln z', 4’ nur den
beiden Bedingungen I) und II) zu unterwerfen sind, wenn man
in denselben die Variabeln accentuirt, dass dagegen die Bedin-
gung III) ganz fortgefallen ist. Umgekehrt iiberzeugt man sich
leicht, dass ein jedes solches Werthenpaar 2/, y’ einmal und nur
einmal durch ein Werthenpaar z, ¥ und eine Zahl » erzeugt wird.

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der
Variabeln wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung
in folgender Form

ax?+42bxy+ cy?\—* _ 1 D\ 1
s 2 +o=23 X2 () w

wo nun in der ersten auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Haupt-
summe die Summationsbuchstaben nur noch den beiden folgen-
den Bedingungen zu unterwerfen sind:

I) Der Werth az? + 2bzy + cy

m soll relative Primzahl

gegen 2.D sein.
IT) Im Fall einer positiven Determinante soll

y=0, ax+by>§y-

sein, wo 7', U die friihere Bedeutung haben.

§. 91

Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei-
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben
ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollstindigt unsere
friihere Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden
unendlichen Reihen

|
2‘ n':’ 2‘ ( I’ ]
rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie

von einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten
wir als Product die doppelt unendliche Reihe

2 ( (n' n”)' !
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in welcher sowohl ' als auch n” das Gebiet aller Zahlen », d.h.
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat,
welche relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes
Product von der Form »’'n"” wieder in demselben Gebiet enthal-
ten; fassen wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen
das Product #’'n"” denselben Werth » hat, immer in ein einziges
zusammen, so konnen wir diese Doppelsumme wieder in die Form
einer einfach unendlichen Reihe

T
2
bringen; bezeichnet man mit d die simmtlichen Divisoren der
Zahl n, so wird offenbar
=3()

Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch ¢, so
nimmt sie folgende Form an

1 %xT

2wt otay oy T 2w

Fassen wir nun auch links alle in den verschiedenen Doppelsum-
men vorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in
ein einziges zusammen, 8o erhalten wir folgende Gleichung

A %T
2 '17' =23 Wa

wo mit » alle die durch die simmtlichen Formen (a, b, ¢) . . .
des Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und 1 die
Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl » be-
deutet. Hierbei ist wohl zu bemerken, dass das Wort ,Darstel-
lung® jetzt in einem allgemeinern Sinne gebraucht wird, als frii-
her (§. 59), indem jetzt die darstellenden Zahlen , y nur noch
den Bedingungen I) und II) des vorigen Paragraphen unterworfen
sind, wihrend sie friiher auch relative Primzahlen unter einander
sein mussten.

Besteht nun fiir jeden iiber einer gewissen Grenze liegenden
positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form

«a B 7 e By
a_'+b—'+?‘+“'—a"+b"+c”+

16*
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wo a, b, ¢ . . . sowohl wie a’, b, ¢’ . . . positive und in ihrer Auf-
einanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die simmt-
lichen Coefficienten «, 8, ¥ ...a', B’y 9’ ... von Null verschie-
den, so folgt hieraus die vollstindige Identitét beider Reihen,
d. h. es ist

~

a=a', b=0', c=¢c"...
a=uga, B=p,py=9"...

Um dies zu beweisen, konnen wir annehmen, es sei a < a';
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mit a*, so erhal-

ten wir
«+8(5) +7 (%) +-

OB RORE

Da nun sowohl die Werthe

NS

g
b’

als auch die Werthe

a a

7
fortwihrend abnehmende echte Briiche sind, und beide Reihen
convergiren, so iiberzeugt man sich leicht *), dass mit unbegrenzt
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden ‘Gleichung sich
dem Grenzwerth o nihert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth
o' oder 0, je nachdem @ — a’ oder << a' ist. Da nun beide Sei-
ten sich nothwendig demselben Grenzwerth nihern miissen, und «
- yon Null verschieden ist, so muss @ =a’, und folglich aucha=2¢'
sein. Nachdem so die Identitit der ersten Glieder auf beiden
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so
entstehenden Gleichung

' !
I%+'¢%+"'=bﬂ7'+c'L'+""

folgt dann auf dieselbe Weise, dass b — &' und § = ' sein muss,
und so kann man fortfahren.

*) Vergl. Supplement 1X.
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Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an,
so ergiebt sich, dass jedes 6n#, dem ein von Null verschiedenes =
entspricht, nothwendig eine Zahl », d. h. eine durch die Formen §
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl A der verschiedenen Darstel-
lungen eines solchen v — 6 gleich %t ist; wenn dagegen t = 0
ist, so kann auch 6% keine durch die Formen S darstellbare Zahl
v sein; wir konnen daher in beiden Fillen sagen, dass die Anzahl
aller Darstellungen einer Zahl 6» durch die Formen S immer

:=nt=u2(%)

ist, wo 0 alle Divisoren der Zahlen » durchlaufen muss.

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden.

1) Ist D = — 1 (und folglich 6=1), so ist nur eine einzige
Form in dem System S enthalten, fiir welche wir die Form (1, 0, 1)
withlen konnen; das System der Zahlen 6# ist das der positiven
ungeraden Zahlen, und da x = 4 ist, so erhalten wir das Re-
sultat:

Die Anzahl aller Dagstellungen . einer beliebigen positiven un-
geraden Zahl n durch die Form (1,0, 1) = z? 4 y? ist gleich

1y~ = - N

d. h. gleich dem wvierfachen Ueberschuss der Angahl M ihrer Divi-
soren 0 von der Form 4h 4 1 dber die Anzahl N der Divisoren 8
von der Form 4h 4 3.

Die darstellenden Zahlen x, y sind gar keiner Beschrinkung
unterworfen; es leuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschie-
dene Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate ge-
ben; nur wenn eine der beiden darstellenden Zahlen — 0 ist, fin-
det eine Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Dar-
stellungen dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann ein-
treten kann, wenn » eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der ver-
schiedenen Zerlegungen ist daher § (M — N 4 1) oder } (M — N),

e nachdem » eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B.
25 — 0% + 52 = 32 4 42
45 = 32 + 62
49 =07+ 72
60 =12 4+ 83 =42 4 73,

Ist endlich » eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass n



246 Fiinfter Abschnitt.

auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zer-
legt werden kann, je nachdem % von der Form 44 4 1, oder von
der Form 4% + 3 ist (§. 68).

2) Fiir die positive Determinante ) — 2 existiren nur die
beiden einander #dquivalenten reducirten Formen (1, 1, —1) und
(—1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als reprisentirende Form
kann man daher auch (1, 0, —2) = 2? — 2y? wihlen. Da die
kleinsten der Gleichung ¢2 — 2u? — 1 geniigenden Zahlen
T = 3, U=2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrach-
tet, in welchen y = 0, 22 > 3y ist. Da ferner

(-(%) = (— 1)%“”_1)= 4+ loder=—1

ist, je nachdem 6 = 8% + 1 oder = 8h + 5 ist, so bekommen
wir folgendes Resultat:

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen geniigenden Dar-
stellungen (x, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch
die Form x? — 2y? ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl der
Divisoren von n, welche die Form 8h + 1 haben, iiber die Ansahl
der andern Divisoren.

§ 92.

Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Un-
tersuchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen,
dass durch Einsetzen aller den Bedingungen I) und II) geniigen-
den ganzzahligen Werthenpaare 2, y in die Formen (a, b, ¢) . . .
des Systems S die Zahlen 6n erzeugt werden, und zwar ist

T =— %> <€>

die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl en,
wenn wieder fiir § alle Divisoren von n gesetzt werden. Nehmen
wir daher von jeder der Zahlen az? + 2bzy + cy? eine be-
stimmte Function ¢, so entsteht auf diese Weise jeder Werth
¥ (6n) so oft als xz angiebt. Hieraus folgt wieder, dass

SV(ar? + 2bxy + cy?) + .- =% Try(on)
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sein wird, sobald die Function ¢ so gewihlt wird, dass diese un-
endlichen Reihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhéngige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man

V() =¢*
setzt, wo ¢ eine reelle oder complexe Grosse bedeutet, deren Mo-

dulus ein echter Bruch ist. Man erhilt auf diese Weise folgende
sehr allgemeine Gleichung

3 got+baytet ... =x 3 1-'4”;

da auf der rechten Seite der Coefficient z selbst wieder eine Summe
ist, in welcher & die simmtlichen Divisoren von % zu durchlaufen
hat, so kann man, indem man » in %'d verwandelt, die Gleichung
auch so schreiben

> qa::’+ﬂba:y+cy’ +..o=%x3 (%) qﬂ'n‘d,

wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der bei-
den Summationsbuchstaben n’ und § das Gebiet aller Zahlen »
zu durchlaufen hat.

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle
Fille anwenden. Nehmen wir z. B. D= — 1, also ¢ =1, so
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wie-
der (1, 0, 1) als die reprisentirende Form, so ist dieselbe gleich

3 g+,

worin z, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, fiir welche
xz? 4 y? ungerade ausfillt; es muss daher eine der beiden Zahlen
x, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er-
laubten Combination z mit y vertauschen kann, so setzen wir fest,
dass z nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen
soll, miissen dann aber die so beschriinkte Doppelreihe mit 2 mul-
tipliciren; wir erhalten so

23¢9+ =239 ¢ =23 ¢*" X X ¢"°

wo z alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; beschrin-
ken wir aber z auf alle positiven ungeraden, und y auf alle
positiven geraden Zahlen, so konnen wir das vorstehende Pro-
duct auch so schreiben
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43¢ X 1+22Z4¢").
Auf der rechten Seite haben wir die Doppelsumme
43 () et =e3 i g,

wo n' und d alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen ha-
ben; die Summation in Bezug auf »’ lisst sich ausfiihren, indem

¢
Eqn'd‘=qd‘+qad‘+qsd‘+...=l%qﬂ

ist; dadurch wird die rechte Seite gleich

J
43 (—1)%hd—Dn 1Tq§'ﬁ

und wir erhalten daher folgende merkwiirdige Gleichung

@+ @+ a®+ g+ )N+ 2¢ +2¢% + 200 + )

__4q 93 q° q’
"‘l_qa'_l_qs+1_qlo—1__qu+°

welche, wie die andern Gleichungen, welche negativen Determi-
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func-
tionen abgeleitet werden kann. :

Fiir positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei-
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia-
beln z, y immer noch der Bedingung II) unterworfen sind. Neh-
men wir z. B. D = 2, also 6 = 1, x = 1, so erhalten wir in
dhnlicher Weise die Gleichung

3 g = 3 (2) g

9 q? q° q’
—1—q2—1—q6_1—q!0+1—q14+

ooy

wo auf der linken Seite fiir 2, y alle Werthenpaare zu setzen sind,
die den Bedingungen y = 0, 22 > 3y geniigen und fiir welche
ausserdemn z? — 2y? und also z ungerade ist. -
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§. 93.

Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Gegenstande, der
weitern Behandlung der Gleichung (§. 90)

N ax2+2bxy—|—cy?)—~' R § V(Q 1

zuriick, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man wiirde auf un-
iibersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der lin-
ken Seite angedeuteten Summationen fiir einen beliebigen Werth
von s > 1 wirklich ausfilhren wollte. Lésst man dagegen den
Exponenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 con-
vergiren, so wird gleichzeitig jede dieser Hauptsummen iiber alle
Grenzen wachsen, und bei niherer Betrachtung zeigt sich, dass
das Product aus einer solchen Hauptsumme und aus (s — 1) sich
. einem festen endlichen Grenzwerth L nahert, welcher nur von der
allen Formen gemeinschaftlichen Determinante D abhingt, und
folglich wird der Grenzwerth der ganzen mit (s — 1) multiplicir-
ten linken Seite — AL sein, wenn man mit A die Anzahl der
Hauptsummen, d. h. also die Anzahl der in dem Formensystem S
enthaltenen Formen (a, b, ¢) . . . bezeichnet. Da ferner der Grenz-
werth der mit (s — 1) multiplicirten rechten Seite sich direct
bestimmen ldsst, so erhdlt' man auf diese Weise einen Ausdruck
fiir die Classenanzahl A, deren Bestimmung ja den Gegenstand un-
serer ganzen Untersuchung bildet.

Bevor wir aber dazu iibergehen, diesen Grenzprocess durch-
zufiilhren, miissen wir noch einige vorldufige Fragen erortern,
deren Beantwortung fiir unsern Zweck durchaus erforderlich ist.
Zunachst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben
x, y auferlegte Bedingung I) (§. 90) so umzuformen, dass man
einen deutlichen Ueberblick iiber das System der ihr geniigenden
Werthenpaare z, y erhilt. Zu dem Ende diirfen wir annehmen,
dass der Reprasentant (a, b, ¢) einer ganzen Classe immer so ge-
wihlt ist, dass der Quotient @ : ¢ nicht nur, wie schon friiher
festgesetzt wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen
2 D ist. Von der Berechtigung zu dieser Annahme wird man sich
durch die folgende Betrachtung iiberzeugen. Ist
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(a,b,¢c) = 6 (422 + Biy 4 Cy?) =6 F

eine beliebige urspriingliche Form von der 6ten Art, und 7 irgend
eine Primzahl, so kann man den beiden Variabeln z, y der Form
stets solche Werthe beilegen, dass der Werth von F nicht durch
r theilbar wird; denn ist eine der beiden Zahlen 4, C, z. B. 4, nicht
durch r theilbar, so gebe man z einen durch » nicht theilbaren, y
dagegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coefficien-
ten A, C durch r theilbar, so ist B gewiss nicht durch r theilbar,
und folglich geniigt es dann, x und y Werthe beizulegen, die beide
nicht durch r theilbar sind. Man kann folglich auch z und y im-
mer so wihlen, dass der Werth von F relative Primzahl gegen
irgend eine vorgeschriebene Zahl k wird; denn bezeichnet man
mit 7', »”, " . .. die simmtlichen in % aufgehenden Primzahlen,
so braucht man nur zu bewirken, dass F' durch keine einzige der-
gelben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets da-
durch erreichen liasst, dass die beiden Variabeln z, y durch einige
dieser Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenom-
men werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele
verschiedene Arten erfiillen lassen. Man kann hinzufiigen, dass
z, y ausserdem noch so gewdhlt werden konnen, dass der Werth
von F positiv ausfillt; fiir eine negative Determinante D versteht
sich dies von selbst, da wir Formen mit negativen &ussern Coeffi-

cienten ausschliessen; fiir eine positive Determinante braucht man,
da

a6 F = (ax + by)? — Dy?

ist, nur dafiir zu sorgen, dass, je nachdem a positiv oder nega-
tiv ist, entsprechend (az + by) absolut genommen grésser oder
kleiner als y VD ausfillt, und offenbar lassen die bisher den Va-
riabeln z, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen
theilbar, durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen
Spielraum fiir ihr Grossenverhiltniss, dass auch dieser Forderung
noch auf unendlich viele verschiedene Arten geniigt werden kann.
Endlich kdnnen wir noch behaupten, dass fir die Variabeln z, y
auch solche Werthe gewihlt werden konnen, welche unter ein-
ander relative Primzahlen sind und doch die iibrigen Bedingun-
gen erfiillen, dass F positiv und relative Primzahl gegen die vor-
_ geschriebene Zahl % ist; denn haben x und y einen gemeinschaft-

lichen Divisor, so braucht man sie nur durch Division von dem-
selben zu befreien, und die Quotienten, die unter einander rela-
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tive Primzahlen sind, bilden ein solches allen Anforderungen
geniigendes Werthenpaar.

Wir machen von der vorstehenden (auch fiir andere Unter-
suchungen niitzlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf
den Fall, in welchem % = 2D ist; wir konnen dann so sagen:
ist (a, b, ¢) irgend eine urspriingliche Form der oten Art von der
Determinante D, so kann man stets zwei relative Primzahlen e,y
von der Beschaffenheit finden, dass
a' __aa? 4 2bay 4 cy?

) ]

positiv und relative Primzahl gegen 2 D wird. Da nun «, y rela-
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 59) irgend ein Paar von
Werthen g8, 0 wihlen, welche der Gleichung «d — By =1 ge-
niigen, und dann geht die Form (a, b, ¢) durch die Substitution

(:' g) in eine dquivalente Form iiber, deren erster Coefficient o'
9

positiv ist und ausserdem die Eigenschaft hat, dass a’: ¢ relative
Primzahl gegen 2D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte
Nachweis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Repriisen-
tanten ausgewahlt werden konnen, welche die obige neue Bedin-
gung erfiillen.

§. 94,

Wir nehmen daher jetzt an, dass die reprisentirende Form
(a, b, c). so gewihlt ist, dass a:6 nicht nur positiv, sondern auch
relative Primzahl gegen 2D ist, und fragen nun nach dem System
aller Werthenpaare z, y, welche der Bedingung I) geniigen, dass

az?® + 2bxy + cy?
¢

relative Primzahl gegen 2D wird. Bezeichnen wir wie frither mit
A den absoluten Werth der Determinante D, so kann man stets

r=2dv+ e, y=24dw + vy
setzen, wo & und y irgend welche der 24 Zahlen

0,1, 2...24—1)
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und v und w beliebige ganze reelle Zahlen bedeuten; jede Com-
bination_zweier ganzen Zahlen z, y kann stets und nur auf eine
einzige Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus

= « (mod. 24) und y = y (mod. 2 )
auch
ax? 4+ 2bxy + cy? _ aa? + 2bay 4 cy?

P = P . (mOd. 24)

folgt, so leuchtet ein, dass man unter den simmtlichen 442 Com-
binationen (e, ) nur diejenigen zu ermitteln hat, fiir welche

ae? 4+ 2bay + cy?
(]

relative Primzahl gegen 24 wird. Die gesuchten Combinationen
(z, y) vertheilen sich dann in zusammengehorige Paare von arith-
metischen Reihen, deren Differenz — 2.4 ist, und deren Anfangs-
glieder «, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe Be-
dingung erfiillen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirklich
alle diese Combinationen (&, 7) genau zu definiren, als vielmehr,
nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei dem
spitern Grenziibergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber
nothig verschiedene Fille zu unterscheiden.

Erstens: 6 =1. Wir fragen nach der Anzahl der Combina-
tionen (e, ), fiir welche aa? 4+ 2bay 4 cy? oder, da a relative
Primzahl gegen 24 ist, fiir welche

a(@a? 4+ 2bay + cy?) = (ax + by)? + dy?

relative Primzahl gegen 24 wird. Setzt man zunichst fiir y
irgend eine der 4 geraden Zahlen

0, 2, 4...024—2),

so ist erforderlich und hinreichend, dass (ae 4+ b9)? und folglich
(ae 4+ by) relative Primzahl gegen 24 werde ; lisst man aber «
das in Bezug auf den Modulus 24 vollstindige Restsystem

0, 1, 2...(24—1)
durchlaufen, wihrend y seinen Werth behélt, so durchlauft (nach

§. 18) der Ausdruck (aa + by), weil a relative Primzahl gegen
den Modulus ist, ebenfalls ein vollstindiges Restsystem, und folg-
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lich gehdren zu j‘edem solchen geraden y genau ¢ (24) erlaubte
Werthe von ¢, wo die Charakteristik ¢ im frithern Sinne (§.11)
gebraucht ist. Jedem der 4 ungeraden Werthe

1, 3...(24—1)

von y entsprechen ebenfalls ¢ (24) erlaubte Werthe von «; dies
leuchtet unmittelbar ein, wenn 4 gerade ist, weil die Forderung
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (e« - bp) relative Prim-
zahl gegen 24 werden muss. Ist aber 4 und also auch + 4p?
ungerade, so muss, da

(ae + by)? + 4y?

ungerade und relative Primzahl gegen 4 werden soll, (aa + by)
gerade und relative Primzahl gegen 4 werden, und folglich muss
auch der Rest von (ae 4 bp) in Bezug auf den Modul 24 gerade
und relative Primzahl gegen 4 sein, und umgekehrt wird, sobald
dies der Fall ist, die obige Forderung erfiillt sein. Durchléuft
nun « alle seine 2.4 Werthe, so durchliuft der Rest von (aa+by)
dieselben 2.4 Werthe; unter diesen sind die folgenden 4 Reste
gerade ‘

0, 2, 4...2(4—1),

und unter diesen sind ¢ () relative Primzahlen gegen die un-
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden
y gehiorenden erlaubten Werthe von «; da nun aber 4 ungerade,
also relative Primzahl gegen 2 ist, so ist auch ¢ (24)=¢ (2) p ()
=@(d), und folglich haben wir in allen Fillen dieselbe Antwort:
zu jedem geraden oder ungeraden y gehiren stets ¢ (24) erlaubte
Werthe von «; mithin existiren im Ganzen 24 ¢ (2 4) erlaubte
Combinationen (e, 7).

Zweitens: 6 = 2; a und ¢ gerade, b ungerade und D =1
(mod. 4). Es fragt sich: fiir wieviele Combinationen (&, ) ist

jaa? + bay + Lcy?

ungerade und relative Primzahl gegen 4? — Wir beschrinken
uns aber zuniichst darauf, die Combinationen zu bestimmen, fiir
welche dieser Werth ungerade ausfillt. Da wir den Reprisen-
tanten (a,d, ¢) so gewihlt haben, dass 1a relative Primzahl gegen
2 4 und also auch ungerade ist, so wird
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D=252—ac=1 oder =5 (mod. 8),

je nachdem }¢ gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss
daher a(3ae 4+ bp) ungerade, also &« ungerade und p gerade
sein; im zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen «
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen
ist hierdurch im ersten Fall auf 42, im zweiten auf 3 42 herab-
gedriickt.

Soll nun der Werth von }aa? + bay + Lcy? auch relative
Primzahl gegen 4 werden, so ist erforderlich und hinreichend,
dass

(@a+ by)? + 4y? = 2a(jao? + bay + jca?)

oder also (aa+ byp) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten
Fall, wo D = 1 (mod. 8) ist, diirfen fiir  nur gerade, fir « nur
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be-
stimmten der 4 Werthe

0, 2, 4...(24—2)
und ldsst dann o die simmtlichen 4 Werthe
1, 3, 5...24—1)

durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul & ein voll-
stindiges Restsystem bilden, so gilt (da a relative Primzahl gegen
4 ist) dasselbe von den 4 entsprechenden Zahlen (ac + by),
und folglich sind unter denselben @(J) = ¢(24) relative Prim-
zahlen gegen 4. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall 49 (24)
erlaubte Combinationen (&, ). — Im zweiten Fall, wo D=5
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen
«, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass
jedem geraden Werthe von y wieder ¢ (d) = ¢ (24) ungerade
Werthe von a entsprechen, woraus zuniichst 4¢ (24) zuldssige
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchlauft
o seine simmtlichen 24 Werthe, so durchliuft der Ausdruck
(aa+ by) zweimal dasselbe vollstindige Restsystem in Bezug auf
den Modulus 4; es giebt daher immer 2 ¢ (4)=2¢ (24) erlaubte
Werthe von «, so dass aus den 4 ungeraden Werthen von p
genau 2 4@ (24) erlaubte Combinationen (,y) entspringen. Im
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Fall 34¢(24) erlaubte
Combinationen (e, 7).
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Wir kéunnen die simmtlichen Fille so zusammenfassen: die
Anzahl der Paare von zusammengehorigen arithmetischen Reihen

r=24dv +ea, y=2dw + y

welche der Bedingung I) geniigen, ist

=0 -4d9(24),
wo
® =2, wenn 6 — 1
®=1, wenn 6 = 2 und D =1 (mod. 8)
o =3, wenn 6 = 2 und D =5 (mod. 8)
ist.

§. 95.

Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zuriick, der wir
die Form

. 1 0% 1 D\ 1
3 — 0* v 1 (L) 1
o“(a:c?+2ba:y+cy?)‘+9+"'—61+02n1+92<n)n‘+9

geben, indem wir s—1 4 ¢ setzen, mit ¢ multipliciren und durch
¢! +edividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl ¢ unendlich klein
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden.
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von
dem einer positiven vollstéindig zu trennen.

Wir nehmen daher zunéchst an, die Determinante D sei ne-
gativ = — 4. Dann sind die Variabeln z, y in der der Form
(@, b, ¢) entsprechenden Hauptsumme nur der Bedingung I) unter-
worfen, und wir haben eben gesehen, dass eine solche Hauptsumme
in @ 4@ (2 4) Partialreihen zerfillt, welche den einzelnen zulis-
sigen Combinationen (e, ) entsprechen. Betrachten wir daher
zunichst nur eine einzige solche Partialsumme

1
5
0= @zt + 207y +eyyyi+e

in welcher z, y alle Werthe
r=24dv 4+ «, y=24dw 4+ ¢y
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gu durchlaufen haben, die einer bestimmten zuldssigen Combina-
tion (e, 7) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v, w ent-
sprechen. Nach den in den Supplementen (IL. §. 118) aufgestell-
ten Principien ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes
identisch mit dem des Quotienten 7': ¢, wo ¢ eine iiber alle Gren-
zen wachsende positive Zahl und 7' die zugehorige Anzahl der
dargestellten Zahlen az? 4+ 2bzy + cy? bedeutet, welche nicht
grosser als ¢ sind, in Zeichen, fiir welche

azx? 4 2bzy + cy? <t
- oder also

2 \? x Y Y \?
al — 26— - —=- c(=) <
) + 27 5+ () =
ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten 7 : ¢ ldsst sich leicht mit

Hiilfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man
néamlich

T, Y
Vt g’ Vt n’
so ist 7' die Anzahl der Werthenpaare
C 24 P 24 v
= —9 -y = — W =,

=Vttt TVt ®

fiir welche
ak? + 2bfn + en? =1 (2)

wird; sieht man nun & 7 als rechtwinklige Coordinaten eines
Punctes in einer Ebene an, und ldsst man v und w alle ganzzah-
ligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1)
bestimmten Puncte (& %) ein Gitter, welches durch die recht-
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die
constante Distanz & — 24 : V¢t haben. Die ganze Ebene wird
auf diese Weise in Quadrate von dem Flicheninhalt

2 447
%= t
zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (£ 7) sind; und folglich

ist 7' die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (& 7%), welche
nicht ausserhalb der durch die Gleichung '
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ak? + 2bfn + en?=1 ®

dargestellten Curve liegen; da nun b2 — a¢ = — 4 negativ (und
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct

mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfillt. Nach

einem ebenfalls in den Supplementen (IIL. §. 120) aufgestellten
Hiilfssatz hat folglich das Product

T-62=4d’-%

den Flicheninhalt 4 dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn ¢ un-
endlich gross und also ¢ unendlich klein wird; es ist daher der
gesuchte Grenzwerth

im £ = 4.
t = 44?
woraus schon folgt, dass derselbe von («, #) unabhiingig und also
fir jede der @dp (24) Partialsummen, welche unsere Haupt-
summe constituiren, derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth die-
ser, der Form (a, b, ¢) entsprechenden, Hauptsumme

(P> :
(az?+2bzxy +cy?)i+e

gleich
0y (24)

wodep(24) - 41“

wo A den Flicheninhalt der Ellipse (3) bezeichnet *). Um diesen
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch
Einfiithrung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form

a'§'2 + clnlg — 1

annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogona-
len Transformation die Determinante a¢c — b? ungeéndert, so
dass

*) Daraus, dass der Quotlent T : ¢t sich einem bestimmten Grenzwerth
niahert, geht zufo]ge des in den Supplementen (II. §.118) aufgestellten Satzes
nachtriglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen fiir
jeden positiven Werth von g, also fir alle Werthe 8 > 1 convergiren.

Dirichlet, Zahlentheorie. 17
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a'c' =ac—b2=4d

ist; andererseits sind Va' und V¢’ die reciproken Werthe der
beiden Halbaxen, und folglich ist

4 n
Ad= —s=—,
. Vad'e Va
wo natiirlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt

sich also das merkwiirdige Resultat, dass dieser Flacheninhalt 4,
und folglich auch der obige Grenzwerth

g (24)
44V 4a

der auf die eine Form (a, b, ¢) beziiglichen Hauptsumme von den
einzelnen Coefficienten a, b, ¢, und folglich von der individuellen
Natur dieser Form giinzlich unabhingig ist. Denselben Grenz-
werth wird daher jede andere, einer anderen Form (a’, %', ¢') des
Systems S entsprechende, Hauptsumme haben; bezeichnen wir da-
her mit % die Anzahl dieser einzelnen Hauptsummen auf der lin-
ken Seite unserer Gleichung, d. h. also die Anzahl der Classen
nicht dquivalenter urspriinglicher Formen der 6ten Art fiir die nega-
tive Determinante D — — A4, so wird der Grenzwerth der ganzen
linken Seite gleich

mmpg2£!h.

44Va

§. 96.

Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung iiber, so ha-
ben wir wieder mit Hiilfe der in den Supplementen (IL §. 117)
aufgestellten Principien den Grenzwerth des Productes

S |
02T,

_ zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven gan-
zen Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen 24 sind. Be-
zeichnet man nun mit », v, »” ... die @ (24) ersten dieser Zah-
len, néimlich diejenigen, welche << 2 4 sind, so kann man die vor-
stehende Summe in ¢ (24) Partialsummen von der Form
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1 1 1 1

®1pTe (v—|-2d)”‘9 +(v+4d)1+9 + v+ 6.4)1+9+ o

zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 4 g) stehen-
den Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz
24 bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten
speciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe

=1
24
und also unabhéngig von v ist, so wird der Grenzwerth der gan-
zen Summe
_ 9@a)
- 24
und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der
Hauptgleichung
lim D
n1+9

Da aber beide Seiten fiir jeden Werth von s > 1, d. h. fiir jeden
positiven Werth von ¢ identisch sind, und da sie folglich, wenn
iiberhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth haben miis-
sen, so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D = — 4
restituiren,

x(p(2d)

x 2 D
h= g2 V=D 1m 3(3) sire
als Ausdruck fiir die Classenanzahl der urspriinglichen Formen oter
Art (mit positiven dussern Coefficienten) fiir eine negative Deter-
minante D; hierin ist ferner

x =4, wenn D = — 1,
x=6,wenn D — — 3 und 6 = 2,
% = 2 in den iibrigen Fillen;

und
o =— 2, wenn ¢ — 1,
@ =1, wenn 6 = 2 und D = 1 (mod. 8),
® = 3, wenn ¢ = 2 und D = 5 (mod. 8).

17*
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§. 97.

Fiir Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir
6 =1, =2 und @ = 2 setzen,

21— . D\ 1 ‘

mit Ausnahme des einzigen Falles D — — 1, in welchem % nicht
== 2, sondern = 4 ist, und folglich

h= 2 m s GDEET |

nlt+e

tim E(D)n”e <D)_

ist, vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite die Glieder ihrer
Grosse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall D = — 1

wird daher
4 1 1 1
;(1__3_.{..3_..7_.{_-):1,

da der Werth der in der Parenthese befindlichen unendlichen
Reihe von Leibnitz bekanntlich = 1z ist; hierin liegt also eine
Bestitigung unserer Principien, da in der That fiir die Determi-
nante D — — 1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positi-
ven dussern Coefficienten) existirt.

Wir wollen nun mit der vorstehenden Formel fiir die Classen-
anzahl & der Formen der ersten Art die fiir die Anzahl 2’ der
Formen der zweiten Art vergleichen., Wir unterscheiden zu dem
Zweck die beiden Fille, in welchen D = 1 oder D = 5 (mod. 8)
ist. Im ersten Fall ist x = 2 und ® = 1, folglich

= %V—-——ﬁ . limx(g)L = h;

nlte

wird; es wird spiter (§§.101,105) allgemein gezeigt werden, dass ‘
\
\

im zweiten Fall dagegen ist ® — 3 und % = 2, also

2Y=D .lim 2(D> 1 _1,

’._._ —_—
WM=3:2 re=— 3™
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ausgenommen den einzigen Fall D — — 3, in welchem % nicht
= 2, sondern = 6, und folglich wieder
" W=h
ist. Wir konnen daher so zusammenfassen: es ist
h' = h, wenn D = 1 (mod. 8), und fiir D = — 3;
h' =}k, wenn D = 5 (mod. 8), ausgenommen D = — 3.

Diese Beziehungen zwischen der Anzahl der Formen der ersten
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden, aber auf einem
ganz andern Wege.*)

§. 98.

Wir haben nun dieselbe Untersuchung fiir den Fall einer po-
sitiven Determinante D — 4 zu wiederholen. Betrachten wir zu-
néchst die linke Seite, so zerlegen wir wieder jede auf eine be-
stimmte Form (a, b, ¢) beziigliche Hauptsumme in & 4¢ (24) Par-
tialsummen von der Form :

5 1
0~ ; )
(ax? +2bxy + cy?)t+e
in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare
z=2dv 4+ e, y=2dw 4+ y (1)

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Combination (e, )
und allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen; jetzt aber tre-
ten ausserdem noch die Isolirungshedingungen II) hinzu, denen
geméss : ‘

Y20, az + by > 1y @)

sein soll. Diese letztern Bedingungen haben, wie wir schon frii-
her gesehen haben (§. 87), zur Folge, dass
az + (b + VD)y. az + ¢ — VD),

und also auch

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 256. VI,
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azx? 4+ 2bzy + cy?
positive Zahlen sind, und wir kénnen daher wieder die in den
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir
mit ¢ einen beliebigen positiven Werth und mit 7' die Anzahl der-
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin-
gungen (2) geniigenden Werthenpaare z, y, fiir welche

az? + 2bxy + cy? <t 3)

ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten T':¢ fiir un-
begrenzt wachsende Werthe von £ zu bestimmen, um dadurch zu-
gleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche
der einen Combination (&, ) entspricht. Setzen wir w1eder (in-
dem wir V# positiv nehmen)

A

g v M ] "7 Vt )
und sehen wir £ % als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes
einer Ebene an, so ist 7' die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe

__ 24 y
E = v w+
Ve TSV
enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten
1 /T
= —_ = —
=0, >~ (U b)n,
at? 4 2bén + en2 <1

Geniige leisten, d. h. welche innerhalb eines Stiickes der £7%-Ebene
liegen, das zum Theil durch die Axe der £ zum Theil durch eine
durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy-
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat.
Bezeichnen wir mit B den Flidcheninhalt dieses Stiickes der &7-
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin-
cipien, wenn ¢ unendlich gross und also die Kante § = 24 : V¢
der Gitterquadrate unendlich klein wird,

limT-6?=4d2-limTT=B,

also

—_B_

kS
N YL

lim
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sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial-
summe ist, welche sich auf die eine Combination (e, ») bezieht, so
wird, da hierin die Werthe a,y ganz herausgefallen sind, jede der
-0 4@ (24) Partialsummen, welche den verschiedenen Combinatio-
nen (e, y) entsprechen und welche zusammen die auf die Form
(a, b, ¢) beziigliche Hauptsumme constituiren, denselben Grenz-
werth haben; und mithin wird
0y (24)
44 B

der Grenzwerth der ganzen Hauptsumme
) 1
¢ (ax? 4+ 2bxy + cy?)i+e
sein. Um nun den Flicheninhalt B des durch die drei obigen

Ungleichheiten definirten Hyperbelsectors zu finden, wird man
am besten Polarcoordinaten 7, @ einfiihren, indem man

E=rcosp, n=rsing
setzt, wo, wie gewGhnlich, » stets positiv und ¢ zwischen 0 und 2=
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (£, n) der
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans-
formation verwandeln sich die friihern Grenzbedingungen in fol-
gende:

sing = 0; cotanggp > % (% — b);

r? (a cosp? 4+ 2b cosp sing + ¢ sing?) <1,
und wir wiederholen die friihere Bemerkung, dass fiir jeden den
beiden ersten Bedingungen geniigenden Winkel ¢ die Grossen

acosg + (b+ VD) sing, acosg + (b — VD) sing,
acosp? 4 2bcospsing + ¢sing?
positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten
Bedingungen begrenzten Winkelraums keine Asymptote, sondern
nur ein endliches Stiick der Hyperbel liegt, woraus schon folgt,
dass der entsprechende Sector jedenfalls einen endlichen Werth
hat *). Dieser wird bekanntlich durch die Formel

*) Hieraus folgt wieder nachtriglich die Convergenz der bisher betrach-
teten Reihen fiir jeden positiven Werth von ¢, d. h. fiir jeden Werth von

8§ > 1
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B= [[rdrdp =}[rrdy

gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts fiir #2 der in
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth

1

? e
" acosgp?42bcospsing + ¢csing?

__ @ 1 1 1
2VD acotangtp—i-b—VD_acotaxlg¢p+b+VD sin@?

zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotang ¢ als neue
Variabele betrachten, und

do

sing?

— dcotang g

setzen, das unbestimmte Integral
1
—_— 2 —
3 ride =

1 ad cotang @ 1 ad cotang @
4VDJ a cotangp +b+VD  4VDJ acotangep +b—VD
1 1 acotangp +b+ VD
= 0o )
4VD acotangp +b— VD

diese Integration ist aber auszudehnen iiber alle Werthe von
@, welche einen positiven Sinus haben, also von ¢ = 0 ab bis zu
dem Werth, wo U (a cotangp 4+ &) = T wird; dieser Endwerth
von ¢ ist durch die Bedingung, dass sin ¢ positiv sein soll, voll-
stindig bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, ‘
dass innerhalb dieses ganzen Winkelraums die beiden Grossen 1

a cotangg + b + VD, acotangp + b — VD

stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte
Integral eine stetige reelle Function von ¢ ist, woraus folgt, dass
wir nur dic beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf
diese Weise erhalten wir

Bl r+UVD_ 1 |, T+UVD,

lo

VD ®T—uVD  2VD ¥
Der Grenzwerth der auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Haupt-
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summe wird daher, wenn man statt & wieder D schreibt, gleich

09 (D) | T4+ UVD
8DVD [

worin, wie frither, 7, U die beiden kleinsten der unbestimmten
Gleichung 7' — D U? = ¢? geniigenden positiven Zahlen bedeu-
ten. Mithin zeigt sich auch hier, wie friiher bei den Formen von
negativer Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine ein-
zelne Form (a, b, ¢) des Systems S beziiglichen Hauptsumme nur
von der Determinante D (und der Art 6), dagegen gar nicht von
dem individuellen Charakter der Form abhingt, dass er also fiir
alle diese Formen dersclbe ist. Bezeichnen wir wieder mit A die
Anzahl aller in S enthaltenen Formen, d.h. die Anzahl aller Clas-
sen urspriinglicher Formen Gter Art fiir die positive Determinante
D, so ist daher

)

529D 1 T+ UvVD
8DVD g

der Grenzwerth, welchem sich fiir unendlich abnehmende posi-
tive Werthe von ¢ die linke Seite unserer Hauptgleichung nihert.
Auf der rechten Seite ist # — 1, ferner ebenso wie fruher bei For-
men von negativer Determinante

. 1 _92a)_ 92D

lim e ? ntte™ 24 T 2D
und folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der
Hauptgleichung das Resultat

1 4VD ) v(g)_l_,
b= —rrovp ™ E\n)aree
log ——5—
§. 99.

Fiir Formen der ersten Art ist 6 = 1 und @ = 2; hieraus
folgt fiir die Anzahl der Classen urspriinglicher Formen erster

Art der Ausdruck
2VD D
~ log (T+UVD) 2( )nlﬂ”
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wo T, U die kleinsten der Gleichung
I*—DU:=1

geniigenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D=1
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl
wir mit A’ bezeichnen wollen; es ist dann 6 =2 und @ = 1 oder
= 3 zu setzen, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8)
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 1", U’
die kleinsten der unbestimmten Gleichung

I — DU 2= 4

geniigenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen,

p=21. 2VD . lim 2(2>—11+—-
@ log}i(T"+ U'VD) n/nite

Nun ist einleuchtend, dass jede Auflosung (f, w) der Gleichung
t2 — Du? = 1 durch Verdoppelung eine Auflosung (¢' = 2¢,
u’ = 2u) der Gleichung ¢'?2 — Du'? — 4 giebt, und umgekehrt,
dass man durch Halbirung jeder geraden Auflésung (¢, u’) der
letztern eine Auflosung (¢, ) der erstern erhilt. Hieraus folgt
unmittelbar, «dass (¢’ = 2 T, ' = 2 U) jedenfalls die kleinste ge-
rade Auflosung der Gleichung #'? — Du'? = 4 ist. Ist nun zu-
ndchst D = 1 (mod. 8), so kann diese Gleichung iiberhaupt nur
gerade Auflosungen haben; denn wire eine der beiden Zahlen
¢, w' und folglich auch die andere ungerade, so wire die linke
Seite durch 8 theilbar, wihrend sie doch =4 sein soll; in diesem
Fall ist daher

I"=2T U =20, -&l——g—\/y:T—{- UVD,

und da ausserdem @ = 1 ist, so ergiebt sich
k' = h, wenn D = 1 (mod. 8).

Im andern Fall D = 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be-
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter-
minanten die kleinste Auflésung (7", U’) wieder eine gerade, bei
andern aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fille ist
dann wieder 7" = 27, U’ = 2 U und folglich, da @ = 3 ist,

h' =1h, wenn D = 5 (mod. 8) und 7", U’ gerade;
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es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, ndmlich 37, 101,
141, 189, 197, fiir welche dieser Fall eintritt.

Im zweiten Falle, wenn 7", U’ ungerade sind, haben wir un-
ter allen positiven Auflosungen (t', u'), welche (§. 85) aus der
Formel

¢/ +2u'VD _ (T’+ 2U'VD>"

fiir positive Werthe von # entspringen, die kleinste gerade aufzu-
suchen. Versuchen wir daher die ndchst grossere Auflosung,
welche dem Exponenten n = 2 entspricht, so erhalten wir

T': + DU's

5 R “I= TIU!;

tl
da u' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex-
ponenten n = 3 iiber, um die nichst grossere Auflosung zu prii-
fen; da finden wir
_ I+ 3DT'U"? _ T T+ 3DU"?

’
¢ ) = 1

,

und da
T'*=U?=1 (mod. 8), 3D = — 1 (mod. 8)

ist, so folgt, dass ¢’ und folglich auch «' gerade Zahlen werden,
und also ' =27, ' =2 U ist. Wir haben daher in diesem

Fall
T4 UVD= (w)a
und
log _Zﬂ_'_V_D = Lllog (T 4+ UVD);

2

beriicksichtigt man ferner, dass o = 3 ist, so ergiebt sich die
Relation

h' = h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ ungerade.

Auch fiir positive Determinanten hat Gawuss*) ebenfalls die

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 266. VI,
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Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und
zweiten Art aufgestellt, fiir den letzten Fall aber, in welchem
D=5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt nimlich, dass
die drei urspriinglichen Formen

1—D 9—D
a, o, — D), (4, 1, —4—), (4, 3, 22

entweder alle dquivalent sind, oder drei verschiedenen Classen
angehoren; und je nachdem das Erstere oder Letztere eintritt,
ist ' = h oder A’ =1}h.

§. 100.

Nachdem wir im Vorhergehenden fiir alle Félle gezeigt haben,
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der For-
men erster Art gefunden werden kann, beschrinken wir die fer-
pere Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letztern.
Bevor wir aber dazu iibergehen, konnen wir eine weitere Zuriick-
fiilhrung unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man
nur solche Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch
keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind.

Ist D’ eine beliebige Determinante, so kann man immer
D' = D S? setzen, wo S? das grosste in D' aufgehende Quadrat,
und also D ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder
auch — — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D’ iiberein-
stimmt; dann ldsst sich die Classenanzahl der Formen von der
Determinante D’ auf die der Formen von der Determinante D
zuriickfihren. Bezeichnen wir alle auf die Determinante D’ be-
ziiglichen Grossen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zu-
nichst die beiden Summen '

SOPNCE

mit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit
halber s statt 1 4 ¢ geschrieben haben. In der zweiten muss der
Buchstabe »’ alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative
Primzahlen gegen 2D’ sind. Bezeichnen wir mit ¢’ alle positiven
ungeraden nicht in D’ aufgehenden, und, wie frither, mit ¢ alle
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positiven ungeraden nicht in D aufgehenden Primzahlen, so ist,
wie wir friither gesehen haben,

D\ 1 1
2(7);‘-,=n————1_ T
‘ ) q*
und natiirlich ebenso

D\ 1 1
<“>"'="T:-<z—£'
qr ql,

Offenbar bildet nun das System der Primzahlen ¢’ nur einen
Theil der Primzahlen ¢, denn eine in D'=D 82 nicht aufgehende
Primzahl ¢’ geht auch nicht in D auf und ist folglich eine der
Primzahlen g. Das System der Primzahlen ¢ besteht daher aus
dem der Primzahlen ¢’ und aus solchen ungeraden Primzahlen v,
welche nicht in D, wohl aber in D', also auch in S aufgehen,
und deren Anzahl offenbar endlich ist. Das auf die Determinante
D beziigliche unendliche Product wird sich daher in folgender
Weise zerlegen

n————n LI ) U

P

da nun ferner D' = DS? und folglich N
@-E) =@

ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro-
ducte wieder die unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat

2($)$=2(%)%'“;j—&$

r/) r*

und hieraus

i3 @) =1 (- @)Y 1 > (D) e
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worin also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber
nicht in D aufgehenden Primzahlen » bezieht.

Nachdem wir so fiir positive wie negative Determinanten das
Verhiltniss zwischen den beiden analogen Grenzwerthen bestimmt
haben, die als Factoren in den Classenanzahlen A und A’ fiir die
Determinanten D und D’ auftreten, miissen wir wieder die beiden
Hauptfille von einander trennen.

Ist zundchst D’ und folglich auch D negativ, so haben wir
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschrinken)

h=2v.___D lim 2(1;))_;,

i ] nlte
den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D = — 1. Ebenso
ist
VD .. D\ 1
h’ g ——7—:-—' llm 2 (;‘,‘) ﬁ’m .

Mit Ausnahme des Falles D=—1 ist daher, mit Riicksicht auf
das eben gefundene Verhéltniss der beiden Grenzwerthe der un-
endlichen Reihen,

vmsxsin(i- (B,

ist aber D=—1, also x =4, h=1, und D'=— 82 nicht eben-
falls = —1, also S>1, so ist die Clagsenanzahl fiir eine solche.
Determinante D’ gleich
— 1) %E—1D
181 (1 - (__1)__) X

?

Fiir positive Determinanten haben wir folgende Formeln er-
halten:

2VD . D\ 1
= 1 =) —
g T+0VD) 2 (n) nite
2VD' . DN\ 1

h = 1 =y
log (T" + U' VD) 2 (n’) niite

wo T", U’ die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Glei-
chung 7"2 — D' U'?=1 geniigen; hieraus ergiebt sich
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) _ 5 log(T+ UVD) 11— (P\L
W=k log(T" + U'VD') X8 H( (r> r)’

und es kommt nur noch darauf an, das Verhiltniss der beiden
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert
nun jede Losung (', u’) der Gleichung

2 — D'w'a=1, d h t'2 — DS?u/?2 =1

eine Losung der Gleichung
t2—Du2=1,
in welcher
t=1t', u=-Su,

also das zweite Element « durch S theilbar ist; und umgekehrt,
sobald in der Losung (¢, ) das zweite Element  durch S theil-
bar ist, so erhilt man hieraus eine Losung der erstern. Hieraus
folgt, dass die beiden Zahlen

t=1T ', u=8SU'
die kleinste positive Losung der zweiten Gleichung bilden, in
welcher das zweite Element durch S theilbar ist; man kann daher
T'+8SU'VD = T'+ U'VD' = (T + UVD)?

setzen, wo 4 der kleinste positive ganze Exponent ist, fiir wel-
chen der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S theil-
baren Coefficienten erhilt; und dann ist

' h'=hx%-S-H<1—(17))l7>-

Setzt man, wie friiher,
(T+ UVD)” = ¢, + u, VD,

so lasst sich der Werth von 4 unmittelbar angeben, wenn fiir jede
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl » bekannt
ist, fiir welche wu, durch p theilbar, und zugleich die hdchste
Potenz von p gegeben ist, welche dann in w, aufgeht*); doch

*) Dirichlet: Ueber eine Eigenschaft der quadratischem Formenm von
positiver Determinante (Crelle’s Journal LIII).
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gehen wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Ver-
hiltniss zwischen den Classenanzahlen % und A’ fiir die Deter-
minanten D und D' = DS? zu finden, erreicht ist.

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens fiir negative Determinanten,
auch schon von Gauss gelost *).

§. 101.

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen konnen wir
uns auf den Fall beschrinken, in welchem die Determinante D
durch kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch
iibrig, den Grenzwerth der unendlichen Reihe

. D 1
X (7) nlte
fir unendlich abnehmende positive Werthe von ¢ wirklich zu be-
stimmen. Bezeichnet man mit p’, p”, p" ... die simmtlichen

positiven ungeraden Primzahlen, welche in D aufgehen, und mit
P ihr Product, so ist

entweder D =+ P, oder D =+ 2P;

in den Fillen D = —1 und D=+ 2 ist P = 1 zu setzen.

Um nun die verschiedenen Fiille bequem zusammenfassen zu
konnen, fiilhren wir zwei positive oder negative Einheiten d und ¢
ein; wir setzen namlich d =41 oder ==—1, je nachdem +P=1
oder =—1 (mod. 4), und dhnlich ¢ = 41 oder =— 1, je nach-
dem D ungerade oder gerade ist. Wir haben also die folgenden
vier Fille:

D=+ P=1(mod 4), 60=+41, e =+ 1;
D=+ P=3(mod4), d=—1, 6=+ 1;
D=i‘2PE2(m0d.8), =41, e=—1;
D=+2P =6 (mod.8), d =-—-1, e =—1.

Man iiberzeugt sich leicht, dass in allen Fillen zufolge des ver-
allgemeinerten Reciprocititssatzes (§. 46)

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 256. V. Die obigen Satze sind auf
anderm Wege auch von Lipschitz bewiesen (Crelle’s Journal LIII).
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(1_)) _ 6%("_” v.(n'—n(ﬁ)
n) & P

ist. Schreiben wir ferner s statt 1 + o, so haben wir den Grenz-
werth der unendlichen Reihe

Ko—D _Y@i—p (B) 1
PR g (P) ns

zu untersuchen fiir den Fall, dass der unechte Bruch s sich der
Einheit unbegrenzt nihert. So lange s>>1 bleibt, ist diese Reihe
immer convergent, und zwar ist ihre Summe durchaus unab-
hiingig von der Ordnung, in welcher man ihre Glieder auf ein-
ander folgen ldsst; ist aber s = 1, so gehort diese Reihe zu der
Classe derjenigen, in welcher die Summe der positiven Glieder
fir sich, so wie die der negativen Glieder fiir sich genommen un-
endlich gross ist. Da nun unter der Summe einer unendlichen
convergirenden Reihe stets der Grenzwerth verstanden wird, wel-
chem sich die Summe ihrer ersten n Glieder nihert, wenn die
Gliederanzahl » unbegrenzt wiichst, so sieht man leicht ein, dass
bei einer unendlichen Reihe von dieser eigenthiimlichen Beschaf-
fenheit erst dann von ihrer Convergenz und von ihrer Summe die
Rede sein kann, nachdem ihre simmtlichen Glieder in eine be-
stimmte Ordnung gebracht sind, nach welcher eines auf das an-
dere folgt; denn die Summe, wenn sie iiberhaupt existirt, hingt
wesentlich von der Compensation ab, welche zwischen den fiir
sich allein unendlich wachsenden positiven und negativen Bestand-
theilen gerade durch diese Anordnung der Glieder hervorge-
bracht wird. Eine solche unendliche Reihe hat daher ganz ver-
schiedene Summen, je nach der verschiedenen Anordnung der
Glieder. Aber gesetzt auch, dies wire gar nicht der Fall, son-
dern die Reihe hitte auch fiir den Werth s = 1 einen vollstén-
dig bestimmten Werth, so wiirde sich immer noch fragen, ob dieser
Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth der
Reihe unendlich nihert, wenn s sich der Einheit unendlich néhert,
d. h. es wiirde sich fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe
gich an der Stelle s = 1 stetig mit s dndert.

Um iiber alle diese Zweifel zu entscheiden, betrachten wir
folgende allgemeinere Reihe

o, o, o, [ 7
- F+2—,+3—,+---+m+'
Dirichlet, Zahlentheorie. 18
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unter der einzigen Voraussetzung, dass die Summe
Bo=0o1+ a3 + -+ + a,

ihrem absoluten Werth nach eine bestimmte endliche Grosse C
nie iiberschreitet, wie gross auch » genommen werden mag. Dann
l4sst sich zeigen, dass die so angeordnete unendliche Reihe fiir
jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s — 0) convergirt,
und fiir alle diese Werthe von s zugleich eine stetige Function von
s ist.

Zu diesem Zweck vergleichen wir die vorstehende Reihe mit
der folgenden

1 1 1 1 1 1
ﬂl(l—, = §>+ﬁ2('2—,—'?;)+ﬂa (g—,——z;)-l-"'
Die Summen der ersten n Glieder der erstern und letztern Reihe
unterseheiden sich von einander nur um

Br .
n+1)* .

da nun der Voraussetzung nach g, seinem absoluten Werth nach
stets unterhalb der endlichen Grisse C bleibt, und s positiv ist,
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem # unend-
lich klein werden. Nihert sich daher die Summe der ersten
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d. h.
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der andern der
Fall, und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die
obigen Behauptungen nur fiir die letztere Reihe zu beweisen; dazu
betrachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche
auf die ersten n Glieder folgen:

1 1
ﬁ”“((n+1)'—(n+2)'>+“'
1 1 )
+Pese ((n+m)' — (ntmt1))
da die Differenzen
11 S
n+1) ®4+2)°* n+2)° @®+3)

simmtlich positiv sind, und ihre Factoren

pu-i-l) ﬁn-{-? LI
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absolut genommen s@mmtlich kleiner als C sind, so ist die Summe
dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product
aus C und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als

1 1
¢ <(n+ ) (mtmt 1)')
und folglich auch kleiner als

(4] 4
(n+1) <
die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse
Werthe von » kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge-
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei-
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern
auch ein ausreichendes Kennzeichen fiir die Convergenz einer
jeden unendlichen Reihe.

. Nachdem so fiir jeden positiven Werth von s die Convergenz
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth
der Reihe sich stetig mit s dndert; wir weisen dies nach fiir das
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grosser sind als ein be-
stimmter positiver Werth ¢; da man nimlich, wie klein ein von
Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch
einen positiven Werth ¢ angeben kann, welcher unterhalb s liegt,
so wird der Beweis dann wirklich fiir alle positiven Werthe s
(excl. s = 0) gelten. Nun konnen wir die ganze Reihe als aus
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer
ersten » Glieder

1 1 1 1
ﬂl('i-,—-2—,>+"°+ﬁn rECES O
also eine stetige Function von s ist, wihrend der zweite, wie im
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher

c : Cc
<. und also auch <C por

ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei-

chend grossen Werthes von n, d.h. durch eine zweckmissige Zer-

legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein

vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig

ist, fiir alle Werthe von s > ¢ dies durch einen und denselben
18*
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Werth von #, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend-
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil ste-
tig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herriihren, und folg-
lich muss, da dieser zweite Theil fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von s absolut genommen << Cn—¢ ist, die Grosse einer
plotzlichen Werthinderung beim Durchlaufen eines bestimmten
Werthes von s jedenfalls << 2Cn—¢ sein. Da wir aber durch
zweckmissige Wahl von n diesen Werth beliebig klein machen
konnen, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kaun;
denn finde wirklich ein Sprung um eine Grisse g Statt, so nehme
man % 8o gross, .dass 2Cn—% < u wird, so ergiebt sich augen-
blicklich der Widerspruch.

Nachdem so die Convergenz und Stetigkeit der zweiten und
folglich auch die der ersten Reihe bewiesen ist, kehren wir zu

unserer Reihe
T 5% G=D Yo 12—1) ﬁ) 1
P) n

zuriick, auf welche wir die eben entwickelten Principien anwen-
den wollen. Doch wird es zweckmissig sein, hier die vier ver-
schiedenen Fille von einander zu sondern, welche den verschie-
denen Vorzeichen von & und & entsprechen.

§. 102.

Ist zunichst D ungerade und von der Form 4# 41, so ist
eé=1und § = 1 und wir haben daher -die unendliche Reihe

2(3)
zu betrachten, in welcher » alle positiven ungeraden Zahlen zu
durchlaufen hat, die relative Primzahlen gegen P sind. Wir for-
men sie zunichst 80 um, dass die Summation auch auf die gera-

dén Zahlen ‘auszudehnen ist; dazn multxphclren wir sie mit der
unendlichen Reihe

(P) = = 2(P (2"):’
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wo der Summationsbuchstabe r alle ganzen Zahlwerthe 0, 1, 2
3 ... durchlduft; das Product dieser beiden unendlichen Reihen
besteht, wenn man die Multiplication ausfiihrt, aus Gliedern der

Form
CF) = (3)

in welchen die Zahlen m — 2r . n lauter (gerade und ungerade)
relative Primzahlen gegen P sind; da umgekehrt jede relative
Primzahl gegen P stets und nur auf eine einzige Weise in die
Form 27 . n gebracht werden kann, so wird auf diese Weise jede
solche relative Primzahl m einmal erzeugt, und es werden keine
andern Zahlen erzeugt. Mithin ist das Product der beiden unend-
lichen Reihen gleich der unendlichen Reihe

m\ 1
(%)
und folglich ist

/n\ 1 - 2\ 1 m\ 1
3B w=0-@ 5 *Fw
wo also der Summationsbuchstabe m auf der rechten Seite alle

positiven relativen Primzahlen gegen P zu durchlaufen hat; ja,
man kann m alle ganzen positiven Zahlen ohne Ausnahme durch-

laufen lassen, vorausgesetzt, dass (wie auch in den Supplementen
I. § 116 geschehen ist) dem Legendre’schen Symbol (%) stets

der Werth Null beigelegt wird, so oft m einen gemeinschaftlichen
Divisor mit P hat. Die unendliche Reihe

m\ 1

(%)
hat nun fiir jeden Werth von s > 1 eine bestimmte von der An-
ordnung der Glieder unabhingige Summe; ordnen wir aber die
Glieder so, dass m successive die Werthe 1, 2, 3. . . durchliuft, so
bildet diese Reihe einen speciellen Fall der oben betrachteten all-

gemeinen Reihe; denn es ldsst sich leicht zeigen, dass die Summe
der » ersten Coefficienten

DRORSC
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ihrem absoluten Werth nach stets unter einer endlichen Grenze
bleibt, wie gross auch n genommen werden mag; aus den Supple-
menten (I. § 116) oder auch aus §. 52 folgt némlich, dass die
Summe von je P aufeinander folgenden Symbolen, deren Zihler
also ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul P bilden, — 0
ist, und hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass die Summe von be-
liebig vielen aufeinander folgenden Symbolen absolut genommen
stets unter 1 P oder sogar unter } ¢ (P) liegt. Mithin ist die so
angeordnete unendliche Reihe eine convergirende und zugleich
eine stetige Function von s, so lange s positiv ist; der Grenzwerth,
welchem diese Reihe sich nahert, wenn s der Einheit unendlich

nahe kommt, ist daher
m\ 1
. (%) w
und folglich wird

. D\ 1 2\ 1 m\ 1

in (D) m=0-(2)72) 23w
wo in der Summe rechts der Buchstabe m alle positiven Zahlen
der Reihe nach durchlaufen muss.

§. 103.

Die nun noch auszufiihrende Summation kann mit Hiilfe des
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie-
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zuriickfiihrung
auf Fourier'sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio-
nalen Bruchs. Wir schlagen den letztern Weg als den directern
ein. Bedeutet m irgend eine positive Zahl, so ist bekanntlich

1
i = f 2™ ldz,
m
0
und folglich ist auch

23 =3(3) >

Da nun der Coefficient (%) fiir alle einander nach dem Modul
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P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe
der ersten kP Glieder unserer Reihe gleich

1
1 1 — z*?
J;f(x)md

fl@) =2 (%) zt
gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe u die P Werthe
1, 2, 8... P

wo zur Abkiirzung

durchlaufen muss. Da dieselben ein vollstiindiges Restsystem in
Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem schon ofter be-

nutzten Satze _
f) =3 (%) —o0;

es ist folglich f(z) theilbar durch (z — 1), und mithin hat der
Bruch

L@ pg

1 — 2?2

im ganzen Integrationsintervall endliche Werthe. Hieraus folgt
leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem % das Integral

1
fF(x):c”’ dx
0

unendlich klein wird, und wir erhalten folglich

(3 Y 1 fF(x)dx,

die Aufgabe ist mithin darauf zuriickgefiihrt, einen echten ratio-
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des-
selben in sogenannte Partialbriiche geschleht Setzen wir zur
Abkiirzung
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go ist in unserm Fall der Nenner
P—1=H(x—0“),

wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, welcher
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch-
laufen muss; wir setzen fest, dass « die Werthe

01,2 ...({E=1

durchlaufen soll; man erhilt dann nach bekannten Regeln

F@)=— 53 f(a';)a ,

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht. Nach
der oben eingefiihrten Bezeichnung ist nun

f(6%) =3 (—) e

und diese Summe ist vermoge des in den Supplementen (1. §.116)
bewiesenen Satzes . :

— (% s Va(P—Ds

—- ( P) VP .i

wo die Quadratwurzel VP positiv zu nehmen ist. Die Zerlegung
in Partialbriiche liefert uns also das Resultat

Ban:

Fo=— s (P)(,.,,

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, der
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht,
welche << P und relative Primzahlen zu P sind; denn wenn «
nicht relative Primzahl gegen P ist, so ist

5=

Die nun aiuszufiihrenden Integrationen der einzelnen ¢ (P)
Partialbriiche sind in der einen Formel

d a _
f?v_—ax———bi= tlog z(x—a)? +_b’f 4+ art_:tangx 5 g



Classenanzahl der Formen. 281

oder
dz

—— =1log ’x’ — 22 cosd 4 1; + ¢ arctang

xr — cosd
z — eJi

sin 8

enthalten, aus welcher, wenn 0 << & << 27 ist,

/' dz
Jx—e Fi =
log(2sin §0) + ¢ ,arctang (tang }0) + arctang (cotang 6)2

folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren-
these stehen, in dem Intervall zwischen 4 1 = und — } = genom-
men werden. Mag nun & zwischen 0 und z, oder zwischen » und
2 & liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer

1

dz 1 1
m = log(2sin }0) + ¢ (= — 19)

ist.
Wenden wir dies auf unsern Fall an, so erhalten wir

1
dx . om e ] an
/E—__—a-;_log(2smT)+z(§——1—;

und folglich
an
log (2 sin P)-l- (2 )z,

)=~ 255G

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle @ (P) Werthe von a

erstreckt. Da nun
o

ist, so kénnen die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche
von « unabhiingig sind, wie log 2 und ¢ } = weggelassen werden,
und man erhilt dann

2(— - =— %{;—mZ(P)ilog smo_‘;—o%é .
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Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man
die beiden Fille P = 1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein-
ander trennt. Im erstern Falle ist ndmlich

(-1’ — 1

und folglich, da die linke Seite reell ist,
‘ m\ 1 1 o . am
= =3 (= -
E(P) = VPH(P log sin =

2(—%)0: = 0;

im letztern Fall dagegen ist

il/l(P“"l). —_— i

und folglich

23w =~ 75 2(3)
2(—%) log sin 9%‘ = 0.

Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise
verificiren. Bedenkt man, dass (P—«) dieselben Werthe wie «
durchliuft, so folgt

£(5) 27 -9~ 3(3)-
2(%5) tog sin %% = 5 (25:%) 1og sin @57

P
—_— o . om
=3 (—1—)—) log sin P
ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus
o o
3(5)e=—2()« =0

ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich

2 <%) log sin % =— 2 (—%) log sin %’: 0.
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§. 104,

Hiermit ist nun fiir den von uns betrachteten Fall, in wel-
chem die Determinante D = 4+ P = 1 (mod. 4) und durch kein
Quadrat theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth

D P CPECE

wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und
um die Anzahl % der zu dieser Determinante D gehorenden ur-
spriinglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir
nur noch die beiden Fille, in welchen D negat,lv oder posmv ist,
. von einander zu trennen.

Erstens. Ist D negativ = — P, und also P = 3 (mod. 4),
so ist (§. 97)

h =

2 5(2);

und da in diesem Fall
S OPROE

2\ 1 /4 (4
=— (1 "(T) 5) prE(?)“
ist, so ergiebt sich

«

r=—3(-(3)2(3)=
wo o wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die
<< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser
Ausdruck fiir die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies ldsst sich in der
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit
o’ diejenigen Zahlen «, welche << 1 P sind, so stimmen die Zah-
len (P—ea') mit denjenigen Zahlen « iiberein, welche >> } P sind;
es ist daher

E(%) ¢ = ):(i"l—;) o + E(P;"") (P—a,
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wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben «’ bezie-
hen; da nun P = 3 (mod. 4) und also

SORICIIOREIC)

ist, so erhalten wir

2<P)a_2z(P)a —~?3(% )

Offenbar wird die Reihe aller Zahlen « aber auch erschopft durch
die simmtlichen Zahlen 2’ und (P — 2¢’), und folglich ist auch

b (%)a = 2(2%{) 20’ + 2(1)—1,2“’) P—2a')

oder nach leichten Reductionen

2 o : A o'
(2)2(3)«=12(p)~ - 22(3)
Zieht man diese Gleichung von der friihern ab, nachdem dieselbe
mit 2 multiplicirt ist, so erhdlt man

2 —(P>z (7)e=—22(3)

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck fiir die Clas-
senanzahl in den folgenden einfachsten:

=3 (5)

Wir konnen daher fiir diesen Fall als Resultat unserer gan-
zen Untersuchung folgenden Satz aussprechen:

Ist P eine positive, durch kein Quadrat theilbare Zahl von der
Form 4n+ 3, und bezeichnet man mit o' alle relativen Primzahlen
2u P, welche < } P sind, so findet man die Classenanzahl h der
su der Determinante D — — P gehiorenden Formen der ersten Art,
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen ¢', fiir welche

’
(5)-+
ist, die Anzahl der iibrigen Zahlen o' abzieht.

Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciel-
len Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen
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Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D—— p
eine Primzahl von der Form 4 n 4 3, so ist die Classenangahl h
der zu ihr gehorigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss
" der Anzahl der swischen O und } p liegenden quadratischen Reste
von p tiber die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegenden
quadratischen Nichtreste von p.

Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiede-
nen Form schon einige Zeit vor der Verdffentlichung der Losung
des allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobsi**) ge-
funden.

Als Beispiel wihlen wir die Determinante D =— — 11; unter
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5,
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl
der Formen erster Art =— 4 — 1 = 3. In der That giebt es fiir
diese Determinante nur drei (nicht dquivalente) reducirte Formen
erster Art, nimlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, —1, 4).

Beildufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon-
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen «', fiir welche

5=+

stets grosser ist, als die Anzahl der Zahlen o', fiir welche

(5)--

ist, da kA immer eine positive Zahl, nie — 0 ist: ein Satz, welcher
auch fiir den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von der Form
4n 4 3 ist, auf anderm ‘Wege noch nicht hat bewiesen werden
konnen (vergl. das Theorem iiber die arithmetische Progression,
Supplemente VI. §. 137).

Zweitens. Ist die Determinante D positiv = 4 P, und also
P = 1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl

2VD = . D\ 1
— - -1 =) =
il v V4 E(n) e

*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Panalyse infini-.
tésimale a la théorie des nombres in Crelle’s Journal XIX und XXI.

*¥)  QObservatio arithmetica in Crelle’s Journal IX; vergl. Dirichlet:
Gedichinissrede auf C. G. J. Jacobi und Kummer: Geddchinissrede auf
Q. P. Lejeune- Dirichlet.
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und da in diesem Fall
2(%’)%.=<1—<%)%)2(’1—’1)%
(p) 7

p) <P) log sin —I—,—

ist, so ergiebt sich

3
P > <%) log sin ‘%‘

~ log (T + UVP)

Bezeichnet man die Zahlen o mit & oder mit 4, je nachdem

<%>=+loder=—l

ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an:

. bx
2—<P) log I1 sin _f_
Tle TV s %

hierin beziehen sich die Productzeichen IT im Zgihler und Nenner
resp. auf alle & und auf alle a; und ausserdem bedeuten 7', U
die kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell’'schen
Gleichung

— PU2=1

geniigen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden.

§ 105,

Nachdem in den vorhergehenden §§. 102 — 104 der Fall, in
welchem D = 1 (mod. 4) ist, seine vollstindige Behandlung ge-
funden hat, begniigen wir uns, bei der Betrachtung der iibrigen
Fille, die Hauptmomente hervorzuheben. Es handelt sich haupt-
sachlich um die Bestimmung des Grenzwerthes der Reihe
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)= 3 s es ()4,

in welcher der Buchstabe n alle positiven ganzen Zahlen durch-
laufen muss, die relative Primzahlen zu 2 P sind.

1) Wir bezeichnen mit v diejenigen Zahlen n, welche << 8 P
sind, und deren Anzahl — ¢ (8 P)=4 ¢ (P) ist; wir setzen ferner
zur Abkiirzung

f(@) =3 3%0—D gHhor—D (%) z?,

wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe » erstreckt, und
stellen uns die Aufgabe, den Werth f (@) zu bestimmen, welchen
die ganze rationale Function f(z) fir # = @ annimmt, wo
2mAi
®=ce 8P
irgend eine Wurzel der Gleichung
08P — 1

bedeutet.
Fiir jeden bestimmten Werth » haben die beiden Congruenzen

8a = v (mod. P), Py = v (mod. 8)
vollstindig bestimmte Wurzeln «(mod. P) und 7 (mod. 8), und da
gleichzeitig ’ ‘
. v=28a + Py (mod. P), und v =8¢ + Py (mod. 8),
so ist auch
v = 8a + Py (mod. 8 P);
durchliuft « ein vollstindiges System von ¢ (P)Zahlen, die relative
Primzahlen zu P und unter einander (mod. P) incongruent sind,
und durchliuft y die Zahlen 1, 3, 5, 7, so wird der Ausdruck
8 @ 4 Py jeder der Zahlen v einmal und auch nur einmal nach
dem Modul 8 P congruent werden (vergl. §. 25). Dann ist
0AW—1) — §%EPy—1) — §%W®P—1 §%HY—D

%3 —1) — Y% @Piyt—1) — Y% (P3—1) YH@y'—D

®=7)= )

a?mni 2mm{
(Dy —_ m8a+}’y = ¢ P e 8 . aam jym,
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wenn man zur Abkiirzung
am i ;
§—e P, je—met=1T1"

V2
setzt, und folglich

f(@) = 8%@—D g%@— n(%) .S §%G—D §%GA-D jym. 3 (Iﬁ’) gem,

wo das erste Summenzeichen sich auf die vier Werthe von y, das
zweite sich auf die @ (P) Werthe von « bezieht. Fiir die erste
dieser beiden Summen findet man leicht den Werth

Jm( 4 8m) (1 + e(—1)™);

ferner ist die zweite dieser beiden Summen (Supplemente 1. §;116) :

gleich
(3): (5 Y, VP,

wo die Quadratwurzel, wie immer im Folgenden, positiv zu neh-
men ist. Hieraus folgt

2mAi
f(@) = f\e ( = K (m),
wenn zur Abkiirzung

P—1\3
K= 0% ®@—1 g%Pi—1 t(T) (%) VP,

vom) =jn (1 + 80m (1 + e~ )" (3)

gesetzt wird.
Aus dem so erhaltenen Ausdruck, oder noch einfacher aus der
unmittelbaren Definition

f(®) = S §%0—b g%w-D (11,) ¥

folgt leicht, dass die Summe aller, den 8 P verschiedenen Wurzeln
® entsprechenden, Werthe von f(®) gleich Null ist; denn da v re-
lative Primzahl zu 8 P ist, so ist .

' %.1] dymi 3@P—Dywi

S'w’=1+e8 4 e8 f...4¢e 87 —0,
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und folglich auch ‘

3 f(@) = 3 8%0—1, g%0ot=D (%) 3 or =0,
wo das Summenzeichen 3’ sich auf die 8 P verschiedenen Werthe
von @ bezieht.
2) Setzen wir in dem fiir () gefundenen Ausdruck @ — 1,
also m = 0 (mod. 8 P), so wird, wenn P nicht = 1 ist, (%) und

folglich auch f(@) = 0; ist aber P — 1 und folglich (da D nicht
= 1 ist) mindestens eine der beiden Einheiten 0 oder ¢ = — 1,
80 ist auch mindestens einer der beiden Factoren

140im=14+0, 14+se(—1)"=1+4+¢
gleich Null, und folglich ist in jedem Fall

S(A) = I 0%V ghot—D (%) - ()..

Ordnet man nun die Glieder der unendlichen Reihe

1 n\ 1
ZY 2 — ¥ d%e—D gher—D (Z) =
z(f)n‘ 2 0T0Th &% (P)n‘

80, dass sie Zahlen » wachsen, so folgt hieraus, dass die Summe
der Coefficienten von je (8 P) aufeinander folgenden Gliedern
= 0 ist, und dass also die Summe von beliebig vielen solchen
auf einander folgenden Coefficienten ihrem absoluten Werth nach
den endlichen Werth } ¢ (8 P) = 2 @ (P) nie iibersteigt. Mithin
ist die so angeordnete Reihe (nach §. 101) eine fiir alle positiven
Werthe von s endliche und stetige Function von s; der zu be-
stimmende Grenzwerth ist daher ~

D\1 __ Yo(n—1) l,u(a-—n(ﬁ) 1
p (7i n 29 € P) wn’

wo die Zahlen n ihrer Grosse nach aufeinander folgen miissen,
und man findet durch Anwendung der Formel

1
l —] !I'_ld$',
n

Dirichlet, Zahleutheorie. 19

x
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ahnlich wie in §. 103,

(D>1 fl 1Qiff'

Bezeichnet man wieder mit

2mmi -
® —e¢e 8°

die simmtlichen Wurzeln der Gleichung @87 — 1, so ist

L f@ __ 1y f@

z 1 — 8P 8P“ 2z — o’

da f(1) = 0 ist, so fallt der von der Wurzel @ = 1, d. h. der
von der Zahl m = 0 (mod. 8 P) herriihrende Bestandtheil weg;
wihlen wir ferner die iibrigen Zahlen m so, dass sie zwischen O
und 8 P liegen, so ist (nach §. 103)

1
dx
[ — —log(2sm8P)+ (2 8P

und folglich

2(%%=—£32¢(m){108<28in,8%)+i(g—’8”—;) },

wo rechts alle Glieder fortgelassen werden konnen, fiir welche
¥ (m) = 0 ist; da ferner, wie oben gezeigt ist,

Sf@=KIypm) =0
ist, so erhilt man einfacher
1 . .
3 (g) —=— gl% 3 ¢ (m) {1ogsm;l-; — ;’-'—1’;].

Wir trennen nun wieder die verschiedenen Fille von einander.

3)Ist D=+ P =1 (mod. 4), also § = ¢ = + 1, so ist

o(m) = 4jm (’1_':) oder = 0,

je nachdem m durch 4 theilbar ist oder nicht, und

g=i(T) (%)VP.
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Bezeichnet man daher mit u alle zwischen 0 und 2 P liegenden
Zahlen, so kann man m — 4 u setzen und erhilt

P—1\%
1 ) _“—) 2 w . ux n
No=—=t ___ (= —1n¢ (& gx ez
2(Di="vz 3) = 0" (§) fowsin i —i83);
nach einigen niclit schwierigen Umformungen findet man schliess-

lich dasselbe Resultat, wie frither (in §§. 103 und 104), néimlich
fiir eine negative Determinante D — — P:

2@Dr=77G)

wo der Buchstabe o alle relativen Primzahlen zu P durchlaufen
muss, die << } P sind; und fiir eine positive Determinante

D=+ P:

wo der Buchstabe m alle relativen Primzahlen zu P durchlaufen
muss, die << P sind.

4) Ist D=+ P=3 (mod. 4), also § = — 1, e = + 1,
8o ist

. (m
P (m) =.4 J (—P) oder = 0,
je nachdem m = 2 (mbd. 4) ist oder nicht, und
& — (e i G (2) vp,
- (— ) ¢ <P) )

man kann daher m durch 2m ersetzen und erhilt

(Y
’ — )( ){lo sm mu}
( n 2VP ( P\ N
wo m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4P durchlaufen
muss; trennt man die positiven Determinanten von den negativen,

so ergiebt sich fir D = 4 P:

5 ()=~ g2 (5) (s 55
19*
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und fir D = — P:

\ 1 n — 1\ /m
2@ =G @
Der zweite dieser beiden Ausdriicke, welcher dem Fall P =1

(mod. 4) entspricht, giebt fir P =1 (also D = — 1) das be-
kannte Resultat

1 x
— Nhn—-1) _ — .
3 (—nhe-n - =T

ist aber P > 1, so lisst er sich folgendermaassen vereinfachen.
Bezeichnet man wieder mit &' alle Zahlen zwischen 0 und 3 P, so
zerfallen die Zahlen m in die Zahlen

P —2%a', P+ 20, 3P—20a', 3P4 20,

und hieraus ergiebt sich leicht

() )= 7)o 6
da ferner :
-(79=6)
(9o
ist, so erhdlt man

s (§) =3+ o) (=237

wo mit « alle Zahlen zwischen O und } P bezeichnet sind, und

und folglich

folglich
@@=
2(@i=vz @)
-5)IstD—_--__|:2PE2(mod.8),also6'=+1, &= — 1,
80 18t

-
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Y(m) =0 oder =2 (%) (%) Ve,

je nachdem m gerade oder ungerade, und
£=1yt
=4\ ? V-P )
folglich
p..
(D)———( ()()[lo 8in — M}
2V P m/) \ P, gsin g P ‘8P

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P
zu durchlaufen hat. Trennt man die positiven Determinanten von
den negativen, so erhilt man fir D = 4 2 P:

()= iy 3 () §) s 35

und fiir D = — 2 P:

(D)=~ w2 @) ()

E(n)n_ 6pVzp > \m) (2) ™
Der zweite dieser beiden Ausdriicke, welcher dem Fall P = 3
(mod. 4) entspricht, lisst sich bedeutend vereinfachen. Bezeich-

net man mit y diejenige der vier Zahlen 41, —1, 4+ 3, —3,
welche der Congruenz

Py = m (mod. 8)
geniigt, so kann man
m=— Py ¢ 8«
setzen; giebt man y jeden der obigen vier Werthe und entspre-
chend dem Buchstaben « alle P Werthe, welche zwischen — 3 Py

und P — } Py liegen, so nimmt der Ausdruck Py +4 8« jeden
der 4 P Werthe m einmal und auch nur einmal an; dann ist

T 0e-00

und hieraus folgt

Q) E)m=2 ()3 @) e o
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wo die Summation in Bezug auf « zwischen den von y abhin-
gigen Grenzen auszufihren ist. Da nun ¥ ( P) — 0 ist, wenn

o irgend ein vollstindiges Restsystem (mod. P) durchliuft, so
kann man einfacher schreiben

DEm-220)36)-

Beachtet man nun, wie oft ein und dasselbe « in den vier, den
verschiedenen Werthen von p entsprechenden, Summen vorkommt,
80 wird man bald finden, dass

2 () (3)m=—1022(3)
2@ v =vis * (®)

ist, wo der Buchstabe « alle zwischen 1P und {P liegenden
Werthe durchlaufen muss.

6)Ist D =+ 2P =6 (mod. 8), also d = — 1, ¢ = — 1,
80 ist

und also

P (m) = 0 oder = 24 (—)( )V2

je nachdem m gerade oder ungerade, und
P—1\%
K= pue ) yp,

folglich
P+5

2 (g)% _ z2 VaP (— 2) <P> {1°g -y BP}

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen O und 8 P
zu durchlaufen hat. Sondert man die Fille von einander, in
denen die Determinante positiv oder nega.tlv ist, 8o erhilt man

fir D=+ 2P:

2 (D) n= 2V2P (_ )(P) log sin F°5.

und fir D = — 2 P:
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(e =—wzver: () G

n)n 16PV2P “\ m /\P

Der letztere dieser beiden Ausdriicke, welcher dem Fall P =1

(mod. 4) entspricht, lisst sich wieder vereinfachen, wenn man
m=8a 4+ Py

setzt. Es wird dann

 @6-E6
() )13 (920G

wo das von « zu durchlaufende Restsystem (mod. P) von dem
Werth p abhéingt; untersucht man wieder, wie oft ein und der-
selbe Rest « in den vier, den verschiedenen Werthen ¢ entspre-
chenden, Summen vorkommt, so findet man ohne Schwierigkeit

| 2 (F) B m=—192{x(3) - =(3)
2D i=vsl3)-2®)

wo « alle zwischen O und 3P, und o’ alle zwischen 3P und lP'

liegenden Werthe durchla.ufen muss.
Bei dieser Umformung war stillschweigend angenommen, dass

P > 1; fiir den Fall P = 1 erhilt man unmittelbar

z(-"f)(%)m=1 +3—5—7=—38
und folglich
SOTRNCTE

§. 106.

Nachdem im vorhergehenden §. der Grenzwerth der unend-
lichen Reihe
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0K

fiir alle Fille bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch
kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, konnen wir nun die Anzahl
h der Classen der urspriinglichen Formen der ersten Art in ge-
schlossener Form angeben *).

A. Fiir negative Determinanten ist (nach §. 97)
p= 2Dy (D)L
x n/n

mit Ausnahme des Falles D — — 1, wo der Ausdruck rechter
Hand zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier
Fille:

L = — P; P = 3 (mod. 4);
o
| h=2<?);0<“<§P.
I. D=— P; P=1 (mod.4);

h=22(—‘"13>; 0<a<iP;

hiervon ist auszunehmen der Fall

D=—1; h=1.

III. D= —2P; P = 3 (mod. 4);
h=22<%>; 1P <a<!P

. IV. D=—2P; P=1 (mod. 4);

n=2{5(%)- ()} 1P é;,

hiervon ist auszunehmen der Fall
D=—2; h=1.
B. Fiir positive Determinanten ist (nach §. 99)
__2Vp (o)
T log(T+ U VD) ’

*) In neuester Zeit hat Kronecker aus der Theorie der elliptischen
Functionen neue Formeln zur Berechnung der Classenanzahl fir negative
Determinanten abgeleitet (Crelle’s Journal LVII).
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wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche

der Gleichung
—DU2=1

geniigen und nach der angegebenen Methode (§. 84) stets ge-
funden werden konnen. Hieraus ergeben sich folgende vier Fille:

V. D=P; P=1 (mod. 4);

'm . mn
h_—{2_ (£>} E(P) logsmT ’
P/| log (T+ UVP)
wo der Buchstabe m alle Werthe zwischen 0 und P durchlaufen
muss, die relative Primzahlen zu P sind.
VIL. D= P; P =3 (mod 4);

3 E) e i

log (T + UVP)
wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4 P
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind.

VIL D=2P; P=1 (mod. 4);

2 ( )(P) logsm 8P
log (T+ UV2P)
wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P

durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind.
VII. D=2P; P =3 (mod. 4);

2 (———) ( P) log sin —
log T+ U V2P)

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P
durchlaufen muss, die rclative Primzahlen zu P sind.

h=

k]

)

h=

9

§. 107.

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich
ein wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negati-
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ven Determinanten. Wihrend nimlich der Ausdruck fiir die
Classenanzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die
Form einer ganzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich eine positive
Zahl ist, lisst sich freilich bis jetzt auf elementarem Wege noch
nicht nachweisen — so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich
bei den Ausdriicken, welche die Classen-Anzahl fiir eine positive
Determinante darstellen; ja man ist bei der wirklichen Anwen-
dung dieser Formeln auf die Hiilfe der logarithmisch-trigonome-
trischen Tafeln angewiesen, die gewiss als ein der Zahlentheorie
sehr fern stehendes Hiilfsmittel anzusehen sind. Es ist nun von
hohem Interesse, dass die von Gauss gegriindete Theorie der
Kreistheilung die Mittel darbietet zu einer solchen Umformung
dieser Ausdriicke, welche eine directe Berechnung der Classen-
Anzahl gestattet; das wesentliche Resultat besteht darin, dass
aus der Theorie der Kreistheilung sich immer eine Auflosung ¢,
der Pell’schen Gleichung {2 — Du?=1 ableiten ldsst, welche aus
der kleinsten Auflésung 7, U durch Erhebung zur hten Potenz
entsteht, so dass '
(T+ UVD»=1¢t+ uVD

ist. Dies wollen wir jetzt nachweisen *).

Bedeutet, wie bisher, P eine positive ungerade durch kein
Quadrat theilbare Zahl > 1, so zerfillt das System der ¢ (P) Zah-
len, die relative Primzahlen zu P und << P sind, bekanntlich
(§ 52 I. oder Supplemente I. §. 116) in 1¢(P) Zahlen a und
39(P) Zahlen b, fiir welche respective

§)=+ ()=

ist. Setzen wir ferner, wie frither
i 2z . . 27
J— P — —_— —_—
0=ce = 08 5 +431nP
A@) =11 (z — 09
B(z) = II (x — 69,

wo die Productzeichen sich auf alle incongruenten @ und & be-
ziehen, so ist nach den Supplementen (IIL §. 139)

‘) Dirichlet: Sur la maniére résoudre Véquation t2 — ru?=1 au
1.0yen des fonctions circulaires (Crelle’s Journal XVII).
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P—1\8
2A(x) = Y(x) — v, Z ()
P—1\8
2B(@x) = Y(x) + 4 =) VP . Z()

wo Y (z) und Z(z) ganze rationale Functionen von z bedeuten,
deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind. Bezeichnet man
ferner mit p, p’, p” . .. die simmtlichen in P = pp'p" . . . auf-
gehenden Primzahlen, ferner mit g, die positiven, mit u, die
negativen Glieder des entwickelten Productes

PP)=((—D) (@'—1) @"—1)...=3u, — 24,
so ist )
M (1— 2
A(x)B(x):H_g?zF;.

Setzen wir endlich zur Abkiirzung
o) =r,
so ist (Supplemente VIL §. 140)

A@) = 2" 4 (;)
7 =-2 ()
) =x po
und (mit Ausnahme von P — 3)
A@) = (—x)*B (%)
B@) = (—2)° 4 (};)
Auf diesen Sitzen beruhen die oben erwihnten Umformungen,

die wir nun fiir jeden der vier Fille durchfiihren wollen. Es sei
zunéchst

wenn P =1 (mod. 4),

wenn P = 3 (mod. 4).

D = P =1 (mod. 4).

Dann ist

m . Mmm
— 2(?)10g sm—?— =log—a;,
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verwandelt man jeden Sinus durch die Formel
. 1 —pi 29
sing = 5= ¢ e —1)
und bedenkt, dass
m P—m
Sa—3b=3 (?)m=2(——-1,—)(P—m)=0

ist, so erhilt man
B(1)
-3 (P) log sin % P = log A(])
y+ 2VP
Yy — VP’

wo zur Abkiirzung die ganzen rationalen Zahlen Y (1) und Z(1)
mit y und z bezeichnet sind. Setzt man ferner

IT 4
IT .

so findet man leicht (Supplemente §. 138), dass
E=Poder =+ 1

= log

4(1) B() = = §,

ist; je nachdem P eine Primzahl oder eine zusammengesetzte
Zahl ist. Die Zahlen y, # geniigen der Gleichung

— P33 = 4§,

aus welcher folgt, dass, falls P eine Primzahl ist, die Zahl y durch
P theilbar ist; man kann daher in jedem Fall

4 +VZVP @+ BVP

setzen, wo « und § zwei ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung

— Pf2=17T4

geniigen, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem P
eine Primzahl ist oder nicht. Nun ist

-3 (P) log sin ; log Ag)(gzl) = log (_a_—i—_@ﬁLP)’
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und folglich
log (a + ﬁVP)

h = {2 (P)] log (T + UVP)

oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen iibergeht,

2
4—2(=
(T + UVP) = (a +2ﬂVP) (P)
Ist nun P = 1 (mod. 8), so folgt aus der Gleichung
— Pp2 =
dass « und B gerade Zahlen sind; setzt man daher
a=2d, f=24

80 geniigen «’, B’ der Gleichung
—_ Pﬁ'a — ¥ 1,

und es ist

(T4 UVP = (¢’ +8' VP2 =t + uVP,

wo ¢, u der Gleichung
— Pu?= +1

geniigen.
Ist aber P = 5 (mod. 8), so konnen « und 8 auch noch

beide gerade Zahlen sein (z. B. wenn P = 37), und sie konnen
auch beide ungerade Zahlen sein (z. B. wenn P = 13). Setzt man
im ersten Fall wieder a =2¢', § = 24, s0 ist
— Pp'r=3F1
und
(T+ U0VP = (@ +pVPs=t+uVP,

wo offenbar wieder

, — Pu?=+1
ist. Wenn dagegen « und 8 beide ungerade sind, 8o ist

(a + 2ﬁVP)" _ a(a? +83Pﬁ2) + ﬂ(3a‘-’8+ PBY) v/p
— o' + ﬂ’V P,
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wo o', B’ offenbar ganze Zahlen sind, die der Gleichung

u" -_ Pﬂ'2 == ¢ 1
geniigen ; und dann ist

(T+ UVP? = (¢ +B'VP)2 =t +uVP,

wo wieder

t2? — Pu?=+1

ist. Es leuchtet ein, dass der erste oder zweite dieser beiden
Fille eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl A durch 3
theilbar ist oder nicht; sind nimlich « und g gerade, so ist

(VR v 1 wvp,

wo die ganzen Zahlen ¢/, »' der Gleichung
'3 — Pu'2 = 41
geniigen; mithin ist (nach §. 85)
t' +uVP = (T+ UVP)"
und folglich # — 37n; und umgekehrt, ist % theilbar durch 3, so
ist

(“ELYEY _ (v 4 vV

hieraus folgt aber, dass

a? 4+ P2 aff
4

und -

ganze Zahlen, also « und B gerade Zahlen sind.

Man erkennt ferner, dass in allen Fillen die Classen-Anzahl
ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl
oder zusammengesetzt ist; denn wenn A gerade ist, so ist

("igﬂ))g—(%) =+ (T + UVP)

und folglich
0l — PB?= + 4,
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also P zusammengesetzt; und umgekehrt, ist P zusammengesetzt, -

also a2 — PB% — + 4, so ist
2
2—(=
(a.+2ﬁVP) (7) — ¢ 4w VP,
wo ¢/, u' ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung
t'? — Pu'2 = + 1
geniigen, folglich (nach §. 85) ‘
' +uVP =+ T+ UVP)"

und hieraus A = 2n.

Endlich mag noch bemerkt werden, dass die beiden mit y
und z bezeichneten ganzen Zahlen beide positiv sind; fiir die Zahl
y ist dies unmittelbar einleuchtend; bezeichnet man némlich mit
a' diejenigen Zahlen a, welche << } P sind, und ebenso mit &’
diejenigen Zahlen b, welche << 1 P sind, so ist

y+ VP =201(1—0%) 1 1—0-*)
y—2zVP =2[1(1—0%)I1 (1—06-2)
oder einfacher

!
y+2VP = 2% ] (sian” '

!’
y—zeVP = 2%+! n(sin %)2,

woraus unmittelbar folgt, dass y positiv ist. Aus dem oben erhal-
tenen Resultate

B y+ 2V - (3)
(T+ UVP) = y__zv—;;) '

folgt nun weiter, da h eine positive ganze Zahl ist, dass

y+2VP
y—zVP

und folglich auch z positiv ist, ein Resultat, das bisher auf anderm
Wege noch nicht bewiesen ist. ’

>1,
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§. 108.

Ist D = P = 3 (mod. 4), so ist die Summe

— 3 (Z) (2) vogsin 25 =— 13 (5L (%) tos (sin 22)

zu betrachten, wo m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4 P
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind; setzen wir

m=4a + Py (mod. 4P),

so muss y die beiden Werthe 4+ 1 und —1, ferner & die ¢ (P)
Zahlclassen (mod. P) durchlaufen, welche relative Primzahlen zu
P enthalten. Dann wird unsere Summe

=13 (—1%ry-V (P) log (sm( ))
sin 4>

=332 (P) log an n

sin "———4-

oder, wenn man die Sinus wieder durch Exponentialgrossen aus-

driickt,
=32 (P) log ((0 -{;z).

og (L0 +0 11— DY
i1 @° —3) 110 + 9

A (—1) B(1)\?
A@G) B(—9)/"

Da nun P = 3 (mod. 4) ist, so sind die Producte 4(—7) B (z)
und A (7) B(— ) positiv, und folglich ist unsere Summe

— 1og A=) BE)
=% 4G B(—i)

Da ferner, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet,

1 —¢m
1 —2

I

j log

— {%m—1*
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ist, 80 findet man

[T (1—am)
IMTQ—em) —

A@#)B(2) = i*,
wo zur Abkiirzung
A =1{Zp?— S 2} —1 {Zpr— Zwy!
gésetzt ist; und da
2 —Zpy=0p—1) (' —1) (p"—1)...

und ,
T — Zpt=(p?—1) (p'2—1) (p"2—1)...
80 erhilt man, wenn P eine zusammengesetzte Zahl ist, A = 0
(mod. 4), also
AG@B@GE) =1, A(—i)B(—1i) =1,
und wenn P eine Primzahl ist, 4 = 1 (mod 4), also
A@) B@) =i, A(— i) B(—i) = —i.
In beiden Fillen ist daher
A@)B@) A(—) B(—i) =+ 1,

und folglich ist unsere obige Summe auch

= log (4(— 9)? B()?);
wir erhalten daher

T+ UVP* = A(—i)2 B@G)~

In unserm Fall ist nun ferner (mit Ausnahme von P = 3)

4@) = 2" B(2),
also

A(—1) =% B()

und folglich

(T+ UVP) = F BG)*,
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem P

eine Primzahl (ausser 3) oder zusammengesetzt ist. Aus dersel-

ben Relation folgt ferner
Dirichlet, Zahlentheorie. 20
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T YE) = Y(—i); i°Z(6) = — Z(—i);

ist daher P eine Primzahl, so ist

v@) =1+ (3)i)v
i Z() = (1 + (%) i) 2
wo y und z ganze Zahlen bedeuten, also

2BG) = (1 + (12))*) W+ 2 VP)

24() = (1 + (%} z) @ —2VP), |
und da
AG) B@E) =

ist, so geniigen y und 2 der Gleichung

y? — Pg? = <%) 2,

woraus folgt, dass y und 2 ungerade Zahlen sind; man kann daher

@+ VP2 =20+ pVP)
setzen, wo « und B zwei ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung J
a? — P2 =1 ‘
geniigen; dann ist
B()? = (%) i @+ BVP)
und folglich
(T+UVP=(«+ VP

Hieraus ergiebt sich, dass die Classenanzahl k immer =2 (mod. 4)
ist, und ferner, dass y und 2 immer gleiche Vorzeichen haben.

Ist dagegen P zusammengesetzt, also z—1} ¢ (P) =0 (mod. 4),
und folglich

Y(@) = Y(—4), iZ(G) = — iZ(—i),

80 ist

Y() =y, iZ6) =s,
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wo'y und 2 ganze reelle Zahlen bedeuten, und .
- 2B(z)_,_y+zVP 2A(z)—y—zVP
und folghch da in diesem F all e
A@B@H =+ 1

ist,
- Pe? = + 4;
hieraus folgt, dass Y nnd z gerade’ Zahlen sind; man kann daher
B@=a+pVP

setzen, wo a'und f- ganze reelle Zahlen bedeuten, die der Glei-
chung o
. | — Ppr=1
geniigen, und wir erhalten schliesslich )
‘ (T4 UVP)' =(« + BVP);
hieraus geht hervor, dass h immer durch 4 theilbar ist, und dass
o und Bigleiche Vorzexchen haben.

Endlich im Fall P = 8 ist-
| Y@ =22+ 1, Z@) =1
und folglich ‘
2B@) =14 (2 + V3ji, 24 (—i)=1 —@ + V3) i
4 4:(—4) B@) —8+4V3 = 4(2 + V3)7= 47 + UVP)

und also A = 2.

| 5 '109 Ldo '3
. . o oy
Ist D = 2P = 2 (mod 8), 80 1st folgende Summe zu be-

trachten
'\) \mgz
2( )(P)‘ bt A

~13(3) (3) e (s 55) -

wo der Buchstabe m alle zwischen 0 und 8 P liegenden Zahlen
20
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durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 8 P sind. Lisst
man p die vier Werthe 1, 8, 5, 7 (mod. 8) und « die @ (P) nach
dem Modulus P incongruenten Werthe durchlaufen, die relative
Primzahlen zu P sind, so kann man

m = 8a + Py (mod. 8 P)

setzen; dann wird unsere Summe

2\ [« . (ax ym )’ .
- —1 = —_— L
= ) (y) <P> log (sm P + 8 H
fasst man jedesmal die vier Glieder zusammen, welche demselben
Werth @ und den simmtlichen vier Werthen von » entsprechen,

so wird die Summe
. on 3x\ . [a=x Hha\\?
sin (F+ %) sin (5 +°5)
IENE
8

=13 (p) log

o

. n . or
sin (- + ) sin (7 + 5
driickt man ferner die Sinus durch Exponentialfunctionen aus

und setzt zur Abkiirzung, wie friiher,

144

el — =4

ve
8o nimmt die Summe folgende Gestalt an:
X « (j* — 0%) (55 — 6%)\2
2 (3) 1 (=35 07 =im
A AGY) BG)BGY
443G B B3
Da nun P = 1 (mod. 4) ist, so leuchtet ein, dass die Producte
A(j) A3, A% A%, B(j) BGY, B@GY B
positive Werthe haben, und folglich ist unsere Summe
A9 A9 BG)BGY)
A4()AGNBGY) B>
Da ferner, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet,
A—=gm) A—=g*m) (— 2)
a—) =49 m )’

= llog

= log

.
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80 ist

in pan A=) (1—jte
AGBOAGYBGY = [ =

M) @)
(%) ()
und da (Supplemente §. 138)
Mg, = P - [1pgs oder = [Ty,

ist, je nachdem P eine Primzahl oder eine zusammengesetzte
Zah), so erhilt man entsprechend

A(j) B() 4 (7% BG®) = (—_;.) oder = 1.

Da ferner
AG®) B(5%) A B3
offenbar denselben Werth hat, so ist unsere Summe auch
= log [4(j%) 4 (%) B()) B(U)]*
und folglich .
(T + UV2Py=[A(j*) A% B(G)B(GN)]*
Aus
A@x) =2 A(%), B@) ==z° B(%)

folgt ferner

A% = j** A%, B()=j"" B(),

also

(T + UV2P)" = [4(;9) B()]*
Aus denselben Gleichungen, d. h. aus den Gleichungen
—z7y (L — 2 z(L
Y) == Y(;), Z(z) =« Z(a:)

folgt ferner, dass man
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Y ()= A + ZI" (7 —J’)} Z(j) == j7 (&' + 2" (G—9°)
setzen rkann, WO - y y z #" gﬂﬂzﬁ mﬂmnh];e’ 7ah‘len ‘bedeuten;

da ferner
=Yy

ist, so erhilt man, wenn man

o= (— 1)'/,.:{ g gyﬂa P(zw 23.."2)}.

ﬁ —_ (_ l)l/"t 2(yl Il ‘ yllzl)
setzt, ’

4A4GY)B(G) = e+ ﬁV2B~,
14() B(j) = o« — FVIP,
wo ¢ und 8 ganze Zahlen sind, die der Gleichung
a2 —2PfB2=+16

geniigen, in welcher das untere Zeichen nur dann zu nehmen ist,
wenn P eine Primzahl und zugleich =5 (mod. 8) ist. Aus dieser

Gleichung folgt leicht, dass « und B durch 4 theilbar sind; man
kann daher

 AGYB(G)=y+ 2 V2P
setzen, wo y und z ganze Zahlen sind, die der Gleichung
y? — 2Pzt =+1
geniigen, und ‘dann ist

(T+ UV2P)* = (y + 2 V2 P)L.
Hieraus folgt, dass A = 2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von
der Form 8% + 5, und in allen andern Fillen A=0 (mod. 4) ist.

Im Fall P — 1, also D — 2, welcher bisher stillschweigend
ausgenommen ist, erhiilt man unmittelbar

sin3”sm5—“
m)\P) B8P = 8 4 _7a

sin — sin —
8 8
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= log (l —49 @ "f ) — log (14 V2)* = log (34 2V2)

-5 1=
=log (r+uvep,
und folglich # = 1.

§. 110.
Ist D = 2 P = 6 (mod. 8), so erhdlt man ganz ahnlich wie

im vorigen Fall
—2\ /m . m=n
—2(3) (3) e sin 57

= log 409 4G) B(G) BGY) |
4(G)AGY)BG®)B("

und da
A() B() AG?) B(j*) = A3 B(%) A (") B(5")

—2
= (—P—) oder =1

ist, je nachdem P Primzahl oder zusammengesetzt ist, so erhilt
man

(T +UV2P) =[A(j% 43" BG) BGH]*.
Mit Ausnahme des Falls P — 3 ist ferner
4@ = (—9"B(3),
folglich
A% = (=17 B
A7) = DT 7 BG),
also
A AGY) = (—1)" B B3GY),
und folglich
(T + UV2P)* = [B () B(%]*.

Ist nun P eine Primzahl (> 3), also 7 =} (P —1) ungerade,
so folgt aus
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Y(@) = —a° Y(%)

Z(@z) = + 1° z(%)
dass man
YG)=yvyQA—»+y" G *+59
ZG)=240+)) + 2" (G*—39

setzen kann, wo y', y”, 2/, 2" ganze rationale Zahlen bedeuten.
Setzt man ferner zur Abkiirzung

a = (— ylg + 2![' "4 yn,) _ P(zrg —_ gy — gn,)
B =4?I "4 42/" PLR

so erhilt man

4B(j) B =a(f* + :“) + Bi VP

LAGAG) =a(i® +5'") — Bi VP;
da nun ip unserm Fall

. . . 2
4()BG) 4GYBG) = — ()
und ausserdem
A = (’72) i V2

ist, so miissen die beiden Zahlen «, 8 der Gleichung

24 — PB? =16 (P)

geniigen, woraus folgt, dass sie beide durch 4 theilbar sein miis-
sen; man kann daher

a=4<-:r—g>y, B—=4z

setzen, wo die ganzen Zahlen y und z der Gleichung

2\ .
2y? — Pt = (1—,)

geniigen, und dann ist
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(T+ UV2P» = (yV2 + s VP)t = (s + & V2P)?,

wo die ganzen Zahlen ‘
Yy, = 2y? + Pz, 5, = 2yz .
der Gleichung ‘
y,? — 2Pg 3=

geniigen. Hieraus folgt, dass A = 2 (mod. 4) ist.

Ist dagegen P eine zusammengesetzte Zahl, also z =0
(mod. 4), und

Y@) =+ 2" Y(l)
z

. ‘ 1
2@ =—5"2(3)
so kann man
YG) =3 {y' + 9" (G- 3%}
P1Z3) =% {8+ ¢ (=9}

setzen, wo y', y", 2, 2" ganze rationale Zahlen bedeuten. Setzt
man dann

« =yt — Ps'? — 2y"2 4 2Ps"2,
B=2@"—y"s),
so findet man
4B()B(jY) =« + V2P
LANAGYH =« —BV2P,
und da jetzt
4B AG)BGY) = + 1
ist, so geniigen die Zahlen ¢, g der Gleichung
a? — 2PfB2=16;
hieraus folgt, dass man
a=4y, p=4z
setzen kann, wo y, z ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung
y2 — 2Pz =1
geniigen, und es ist
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(T+ UV2P}= @y + sV2P),
woraus folgt, dass A immer durch 4 theilbar ist.
Endlich im Fall P = 3 ist
Yr)=2z+4+1, Z(x) =1,
also
2B(j) =2j+1+iV3, 2B(j*) =22+1+iV3,
24(j%) = 2j5+1—iV3, 24(")=2j'+1—:iV3,
und folglich

B()AGY = ‘\72" V2 + V3)

BGYAG) =55 (V2 + V)
A9 AG) BHBGY) = Ve+V3)2r=5+2V6

und
(T + UVZP)* = (V2+ V3)+ = (5 4+ 2V6)3,

also h = 2.
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I. Ueber einige Sitze von Gauss aus der Theorie der
Kreistheilung.

§. 111.

Wir schicken zunichst ein Lemma aus der Theorie der
Fourier’schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in
derselben nachgewiesen *), dass fiir alle Werthe von z zwischen
2 — 0 und 2 = = mit Einschluss dieser Grenzen stets

@(x) =3a0 + a,c082 + a;co822 4 azcos3z + - - -

ist, wenn ¢(z) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und
stetige Function bedeutet, und die Coefficienten ay, a,, ay ...
durch die Gleichung

a4, = % @ (z)cosszdx

"S~=

bestimmt werden. Hieraus folgt fir z = 0

+wo /4
zp(0) = __2@ f(p(x)cossxdx,
[
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s bezieht, fiir
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe
einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie entlehnten
Satz stiitzen wir uns im Folgenden.

*) Dirichlet: Sur la convergence des séries etc. (Crelle’s Journal IV);
derselbe Beweis ist vereinfacht in Dove’s Repertorium der Physik I
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Zuniichst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In-
tegral

bLE. 4

ff(x)coss‘xdx, -

[ ‘ . .
betrachten, in welchem % eine pesitive ganze Zahl, s eine positive -
oder negative ganze Zahl, urd f (%) eine innerhalb des Integra-
tionsgebietes endliche und stetige Function bedeutet. Man kann
dasselbe in 24 Iutegrale von der Form

SRR b et ce
fﬂéx}ms srdx -

r
zerlegen, wo fiir » der Reihe, ch die Zahlen 0, 1, 2 ... bis
2h — 1 zu setzen sind; je nachdérh 7 eine gerade oder ungerade
Zahl ist, ersetzen wir dle Integrationsyariahele z durch rx + 2,
oder durch (r 4 1) & ,.‘m, da,dm;ch g@ht das vorstehende Inte-.
gral in et .

ff(raz—}-x)cossxdw, oder 1nff((r + l) T x) cossxd‘m

Tl .

N
iiber, und hieraus ergiebt s1ch

2hm b3 v ‘ .
ff(x) cosszdr = f(p (x) cos sz dz,
[} (]
wenn zur Abkiirzung

vy = {{@ 0=~ +1@ + 2) + flhn — )
-} fCh—1)7 + 2) + fChw — 2)

gesetzt wird. Wenden wir nun auf diese Function ¢ (z) das
vorstehende Lemma an, so erhalten wir den Satz

22(3fO) + /27 + f4m) +-- + QG —1)7) + 3fQh=)}

2h7

to [
=73 [f(x)cosszdx.
5/
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§ 112.

Wir beschiftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm-

ten Integralen
-!- © @
p= /cos z?)dz, ¢ = [ sin(z?)dz;

dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob-
gleich die Functionen unter den Integralzeichen fiir unendlich
grosse Werthe von z nicht unendlich klein werden, erkennt man
leicht durch die Transformationen

p=2~/.ms(x’)dx=f(%/-dy
d Yy

g:2/'sin(x?)da: —_—f s{I/lydy;
J J y :

denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der
positiven Variabeln y in solche Intervalle, in deren jedem die un-
ter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht
andert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile, welche diesen In-
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werth nach be-
stindig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei g, eine conver-
gente ist. Fiir unsern Zweck geniigt dieser Nachweis der End-
lichkeit von p und ¢; die pumerischen Werthe dieser Integrale
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung er-
geben. ' :

Wir konnen beide Integrale in ein einziges zusammenfassen;
bezeichnen wir nimlich mit & irgend einen Winkel, und setzen
wir zur Abkiirzung

pcosd — gsind = 4,

80 ist

4 =/fl:osacos (z?) — sindsin (x’)J dz
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oder
+ ©
a =fcos(6 + z?) dz;

bezeichnen wir ferner mit & eine beliebige positive Constante und
mit Va die positiv genommene Quadratwurzel aus «, so ergiebt sich,
wenn man die Integrationsvariabele z durch z Ve ersetzt, fol-
gende Gleichung

A Fe

Va = /cos(& + az?) dz
o«

(wire Ve negativ, so miisste man auch in dem Integrale rechter
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir fiihren
nun eine zweite positive Constante B ein, und zerlegen das vor-
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form

—

(s+1)8
fcos(& + az?) dz,
s8
wo fiir s successive alle ganzen Zahlen von — o bis 4 o ein-
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir
die Integrationsvariabele 2 durch s 4 z, wodurch es in das fol-
gende iibergeht
B
fcos(& + as2f? + 2asfx + az?) da.
[}
Wir verfiigen nun iiber die beiden bis jetzt ganz willkiirlichen po-
sitiven Constanten « und g folgendermaassen: unter s verstehen
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen af? = 2mmx,
2aﬂ =1, d. h. also

1
ﬁ=4mﬂf,a—m

Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird

cos(d + as?2f? 4+ 2asfzx + ax?) = cos (0 + sz + az?)
= cos (8 + ) cos $Z — sin (6 + —-—) sinsz,
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und folglich
s+1)8
cos(0 + az?) doxr =
B

s
Am7 4m7m
z3? . z? .
[cos(&-{- 8m1¢> cossxdzx —/sm (6+m) sin sz dz.
Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral-
zeichen den Factor sin sz enthilt, verschwindet offenbar fiir s =0,
und nimmt fiir je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren

wir daher den vorstehenden Ausdruck fiir alle ganzen Zahlwerthe
s von — o bis 4 o, so ergiebt sich

dmm
y7) K ' 2
==dV8mn= 3 /cos(6+—x—>cossxdx.
y 8m=x

V.&=

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in
dem Satze am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen
wir zur Abkiirzung

x?
f(x) — COS8 <6+—8-ﬂ—;1—[)’
so erhalten wir

AV8ma=2x (3f0)+ f(2m) +--- +f(2(2m—1)m) +}f (4mm)},
wo links die Quadratwurzel
Vémn = 71;

positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze
Zahl bedeutet,
fAmn + 2s7) = f(2s7),
also
f@sm) =1 (2sm) + } Fdma + 287);
mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch
in die Form
121 @2sm)

Dirichlet, Zahlentheorie, 21
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gebracht werden, wo der Buchstabe s die.Zahlen
0,1,2...(dm—1)

oder irgend ein anderes vollstindiges Restsystem in Bezug auf
den Modul 4m durchlaufen muss; und man erhilt also

AV8mz == 3 cos <8+s2§_’;n.).

Setzt man ferner 4m = n, so dass » irgend eine ganze po-
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man
mit Vn und V% m die positiv genommenen Quadratwurzeln aus »
und iz, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an

4Vn =V§_az -3 cos (8 + s’-?-; s
wo s ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul =
durchlaufen muss. Nun ist
4 =1pcosd — ¢sind,

wo p, q die obigen Integralwerthe bedeuten, die von » und dem
willkiirlichen d ganz unabhéngig sind; wir konnen daher p und ¢
durch eine specielle Annahme fiir », am einfachsten durch die
Annahme #n — 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir

2(pcosd — gsind) = 2(cos & — sind) Vix,
und in Folge der Willkiirlichkeit von ¢
p e q = Vé_y‘t,

Nachdem so die Werthe von p und ¢ gefunden sind, nimmt unsere
obige Gleichung folgende Gestalt an

3 cos (8 + s2 27’[) = (cos & — sin d) Vn
und sie zerfillt in die beiden folgenden:
Y cos (s? H) =Vn
n
S sin (s’ -2”1':) = Vn;

hierin bedeutet also » jede beliebige ganze positive Zahl, welche
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= 0 (mod. 4) ist, und V' die positiv genommene Quadratwurzel
aus n. Bezeichnet man zur Abkiirzung V—1 mit 7, und, wie
gewohnlich, mit ¢ die Basis des natiirlichen Logarithmensystems,
so kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung

o 27 .

Se a=(0041%Vn

zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollstindiges
Restsystem (mod. ») zu durchlaufen hat.

§. 118 .

Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit » irgend eine
ganze positive Zahl; mit % irgend eine positive oder negative ganze
Zahl, und setzen zur Abkiirzung

3 2ATS
Se r =o(h,n),
wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollstindiges Rest-
system in Bezug auf den Modulus # durchlaufen muss,

Mit Hiilfe dieser Bezeichnungsweise konnen wir den im vori-
gen Paragraphen bewiesenen Satz in folgender Weise aus-
driicken:

@(1,n) = (1 + ¢) Vn, wenn n= 0 (mod. 4). ‘
Wir wollen nun folgende dreiEigenschaften des Ausdrucks ¢ (k,%)
allgemein beweisen:
1) Ist » = &' (mod. »), so ist
@ (b ”) = (p(h', “);
dies folgt unmittelbar daraus, dass fiir jeden ganzzahligen Wert
von s stets :

g2 207t g 20
e n o =e n
ist.
2) Ist a relative Primzahl gegen u, so ist
¢(ha?, n) = @(h, n);
denn es ist

21*
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(a8)? QAT

phaz,n) =3 e LI

und wenn s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul » durch-
lduft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as.

3) Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide po-
sitiv, so ist

@ (hm, n) @ (hn, m) = ¢ (h, mn).
Es ist ndmlich
Ji‘lhmn"
ohm,n)y=>c¢ "

l,?hnﬂi
phn,m=Xe ™ |,

wo die Buchstaben s, ¢ vollstindige Restsysteme resp. in Bezug
auf die Moduln %, m durchlaufen miissen; und folglich ist

.

ms2 'i'—!)-zhn'
@o(hm,n) o (hn, m) = X e'" t o '
wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle mn Com-
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von ¢ bezieht.
Da nun

2 2 2
ms Zzi__:(ms—{—nt) — 9st
n m mn

ist, und alle Multipla von 27+ im Exponenten fortgelassen wer-
den konnen, so ist auch
' 2

i ‘

(ms+nt)e A
mn

e (hm,n) @ (hn, m) =X e

wo das Summenzeichen sich wieder auf simmtliche Werthe von s ‘
und ¢ bezieht. Setzt man nun 1

ms + nt =r,

80 nimmt 7, wenn s und ¢ alle ihnen zukommenden Werthe durch-
laufen, im Ganzen mn Werthe an, und zwar sind diese alle incon-
gruent nach dem Modulus m#%; denn aus

ms 4+ nt = ms' + nt' (mod. mn)
folgt

ms = ms' (mod. n), nt = nt' (mod. m)



Summen von Gauss. 325

und folglich, da m und x relative Primzahlen sind,

s = s’ (mod. n), ¢t =t' (mod. m);
d. h. die Zahl » nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem Mo-
dul mn congruent sind, wenn dié Werthe von s congruent nach
dem Modul », und gleichzeitig die Werthe von ¢ congruent nach
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von
s und ¢ correspondiren daher mn Werthe von r, welche nach
dem Modul mn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe
von r ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist

folglich

2hTTS :

‘p(hma ”’) (p(h”a m) =2 e" L ‘p(h, mn),

was zu beweisen war.

§. 114,

Mit Hiilfe dieser Sétze konnen wir nun den Werth von ¢ (1,n),

welcher fiir den Fall, dass » = 0 (mod. 4) ist, schon in § 112
gefunden ist, auch fiir alle andern Werthe der Zahl » bestimmen.
Ist zunichst # irgend eine ungerade Zahl, so nehmen wir in dem

letzten Satze des vorigen Paragraphen
h=1, m =4,
und erhalten _
(4, n) 9, 4 =@, 4n);
nun ist nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen
(4, n) =9 (2% n) = o(l, n);
ferner ist
o, 4) =201+ ),
und nach dem in §. 112 gefundenen Resultat
o, 4m) = (1 +4) Vin =20 +9) Va,
wo die Quadratwurzel Vn wieder positiv genommen werden muss.
Hieraus ergiebt sich also

o, n).2(1 +in =201+ ¢ Vn
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oder

(P(l, n’)— 1 i :,, v”’

je nachdem nun #» = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird

" =14, oder = — ¢
und folglich
144 144 . -
1+i“—l’ oder_l__z._z,

also
(1, n) = Vn, oder =i Vn;
diese beiden Fille lassen sich aber in die eine Formel

9 (1, ) = =" Vn
zusammenfassen.

Ist endlich # durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satz
des vorigen Paragraphen o = 1, ferner m — 2, und } »n statt =,
wodurch allen Bedingungen desselben Geniige geschieht, und er-
halten

9(2,37) 9Gn, 2) = 9 (1, n);
nun ist aber
?Gn, 2) =0
und folglich auch
o(1,n)=0.

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Ta-

belle zusammenfassen:

o(1,n)= (1 + i) Vn, wenn n = 0 (mod. 4)

@1, n) = i%»—0*)y, wenn n = 1 (mod. 2)

o(l,n) =0 , wenn n = 2 (mod. 4).
Von der grossten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in
den beiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel V» durch-
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter-
suchung in §. 112. herausgestellt hat. Ohne diese nihere Bestim-
mung wiirden die vorstehenden Sitze sich auf viel einfachere Art
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beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der Kreis-
theilung auf die Betrachtung solcher Summen gefiihrt *); es er-
giebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der-
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der
Quadratwurzel widmete er -aber eine besondere Abhandlung **),
in welcher er auf einem, von dem hier (in §.112) eingeschlagenen
génzlich verschiedenen Wege, nimlich durch rein algebraische
Zerlegung dieser Summen in Producte, vollstindig zum Ziele ge-
langte.

§ 115.

Wir suchen nun den Werth von ¢ (%, ) auch fiir beliebige -
Werthe von & zu bestimmen, beschrinken uns dabei aber auf den
Fall, dass n eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen
wollen., Bezeichnen wir mit ¢ die simmtlichen 1 (p — 1) incon-
gruenten quadratischen Reste von p, mit 8 die (p — 1) quadra-
tischen Nichtreste, so ist (nach §. 33)

g2hmi a?hﬂc

ph,p)=3¢ » =1+23¢ 7 ;

da ferner

2hTS 2h7¢ 2hT ¢
prax 2

1+zeaT+23 ? —=Ye ?» =0

ist, sobald % nicht durch p theilbar ist, so kdnnen wir fiir diesen
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols

2hTS a?hﬂt‘

o 2284 plhmi s
oh,p)=Xe P —Xe *? =E(—§)e »
setzen, wo s die Werthe 1, 2 ... (p—1) durchlduft. Da ferner

5 =36 GG =

othp = (1) (B) 5,

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 356.
*) Summatio quarumdam serierum singularium 1808,

ist, so wird
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oder, da A nicht theilbar durch p ist, und folglich A s gleichzeitig
mit s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul p durchlduft
(mit Ausschluss der Zahl = 0),

an=(2)3 (2) %

fiir h = 1 ergiebt sich
' 2

l,p)=23 <i> e’ ?
(1, p 2 p
und folglich (nach §. 114)

20,0 =(2) 9o, n= (1)) V.

wo die Quadratwurzel Vp wieder positiv zu nehmen ist. (Wenn
h darch p theilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi-
nition dieser Summen ¢ (&, p) = p).

Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit-
ten Satze des §. 113 ldsst sich nun auf ganz einfache Weise das
Reciprocititsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste (§. 42)
fiir je zwei positive ungerade Primzahlen p und ¢ ableiten. Es
ist namlich

? (@ p) = (f;) o= Vp

und ebenso

92,9 = (L) ina-1 Vg
und nach dem vorhergehenden Paragraphen’

9 (1, pg) = s%@e—1* Vpgq,

und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus
folgt, dass

Vpa=Vp Vg
ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun

2@, 9 9@ p =919,
folglich
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(il) <%> s Yap—DE+Va(g—12 Vp Vq — ¢ Ylpg—1n?* VI—)_q

und also

B -

wo zur Abkiirzung 2 fiir

(Pg—1°— (p;—l)’— (- 1)’___1»;1 q-2—1 {(p+1) (q+1)-2}

gesetzt ist; da nun
@P+1)@+1) —2=2 (mod 4)

ist, so erhalten wir
(£) (l) = §%e—D =1 — (— 1)%>E—D-%hG—D,
9/ \p

womit der Reciprocititssatz von Neuem bewiesen ist. Dieser Be-
weis riihrt ebenfalls von Gauss her *).

Auf ganz dhnliche Art lassen sich die Satze (§§. 40, 41) iiber
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze

h b\ .
— p) = () s%—ns
9 (4, p) (p)qv(l,p) (10)@ =0 Vp
folgt ndmlich
p(—1,p) = (._PTI.) s Valp—D3 Vp;

andererseits ist
$ 2T (—9)

p(—1l,pp=3e 7 ,

und hieraus folgt, dass ¢ (—1, p) durch Vertauschung von ¢ mit
— ¢ aus @ (1, p) hervorgeht, dass also

@(—1, p) = (—4)he—1*Vp

ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke, in denen Vp
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber

*) Summatio quarumdam serierum singularium.
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— 1) : .
— ) = (—=1)%U@—D% — (—1)%(@—D,
(5)=¢v (=1
Setzen wir ferner in dem dritten Satz des §. 113
h=1,m =28, n=p,
so erhalten wir
28, p) 9(p, 8 =9, 8p);
nun ist aber ' ‘ 1
9(1,8p) = (1 +4) V8p = 4Vp.e"™, |
ferner

P (p, 8) = 4e"?™,

~ ferner (nach dem zweiten Satz des §. 113)

d. h.

98, p) = (%) o(1,p) = (%) §%he—1t Vp;

setzen wir diese Werthe fiir ¢ (8, p), ¢ (p, 8) und @ (1, 8 p) in die
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir

|
?@8,p) =9(2.2%, p) =92, p), ‘
|
|

(%) il/d(l’—l)’vp . 491'[“’"'. — 4vp . el/‘ 1"-’

und hieraus folgt leicht

3= e

Auf diese Weise sind alle Hauptsitze der Theorie der quadrati-
schen Reste von Neuem bewiesen.

§. 116.

Fiir den Fall, dass p eine ungerade Primzahl und % irgend
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen
Paragraphen folgende Gleichung erhalten

2R

o) =2(3)e 7 5
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setzen wir hierin fiir ¢ (h, p) seinen Werth ein, so sehen wir, dass
die so entstehende Gleichung

i) =3 p — 2(_s_> 2
(B) vy = 3(2) or5

selbst fir den vorher ausgeschlossenen Fall gilt, in welchem
kh = 0 (mod. p) ist, vorausgesetzt dass wir dann

7)=°

setzen (§. 102); denn die rechte Seite wird

3(5)=0

weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An-
zahl der quadratischen Nichtreste. Wir wollen nun im Folgenden

immer
(5) =0

setzen, so oft m keine relative Primzahl zu P ist (vergl. §. 46
und §. 102); in Folge dieser Bestimmung konnen wir die obige
Gleichung auch folgendermaassen schreiben

3 (_S_) e’ 2_’.,—7" —_— (k) il/i(P—l)’vP,
b p

wo in der Summe linker Hand der Summationsbuchstabe s ein
vollstindiges Restsystem (mit oder ohne Ausschluss von s = 0)
in Bezug auf den Modulus p durchlaufen muss. Wir wollen nun
zeigen, dass dieser Satz iiber ungerade positive Primzahlen p sich
genau in derselben Fassung auch auf alle positiven ungeraden zu-
sammengesetzten Zahlen P iibertragen lisst, vorausgesetzt, dass
P durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Wir setzen
also

P —_— pplpll
wo p, p', p" . .. lauter positive ungerade und von einander ver-

schiedene Primzahlen bedeuten, und fithren der Bequemlichkeit
halber folgende Bezeichnung ein:

P
;—91 I—Q’_I=Q_"'"
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Schreiben wir nun fiir jede der Primzahlen p, p’, p” . . . die obige
Gleichung auf:

2am g

3 (i)e' SR (_’1),-%@—1)’ Vo
( ) 2h7n _( ) ,,/4(,,,_..): Vp'
( "> 2h,:u_< ,,)’&l/‘(p”—l)g vp,,

..................

und setzen wir zur Abkiirzung
Q4+ 5Q +5"Q 4 =m,

8o ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’-
schen Symbols stets

CICIORNG

ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat

2(3) G G e

h 1 —1)8 4 Y (pl—1)% + Yy(p!—1)% 4+ « +
_<T)z./.<p DI + Va(p!—D* + U@"—D? + VP,

wo VP wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen
linker Hand sich auf alle pp’p” ... = P Combinationen aller
Werthe von s, s/, s” . .. bezieht. Zunichst leuchtet nun ein, dass
Jje zwei verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem
Modulus P incongruente Werthe von m entsprechen; denn aus

SQ+s'Q +s"Q" +...=tQ+t'Q +t"Q" + ... (mod. P)
wiirde, da Q’, " . .. simmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass
sQ =t¢Q (mod. p),
und, da @ relative Primzahl zu p ist, auch
‘ s =t (mod. p)
wire; dhnlich wiirde aus derselben Annahme gleichzeitig
s’ =1t' (mod. p'); s" =t" (mod. p") . . .
folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s’, s” ... und
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., ¢, ¢". .. identisch wiren. In der That durchlduft also m ein
vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner
ist nun

(5)= (-0~ ()= () (9)

und ebenso
m (s (2"
G =G G G =G -
folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt,
BH=GEE O
P} \p/\p'/\p") """ \p/\p') \p"/ "

Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung mit

O OO® -
3() = (D) (€ &) ()= v

(65 + )+ Y+ =35
(©)=E)6)-
©)-G)E)
-G

............

ist, so erhélt man durch Multiplication

) @) G- =1G) &)

wo das Productzeichen II sich auf alle moglichen Paare von je
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zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht. Da nun nach dem
Reciprocititssatze

(P)(P) — )@Y R =) =D

ist, so erhilt man

(_Q_) (Q') (Q") v 2 E% =D %=

wo das Summenzeichen rechter Hand sich wieder auf alle Combi-
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht; es
ist ferner

EG:#Y+2ZKﬂB%i=

-@ +p LI A 1+._y 

folglich

2 (1) o2 = (B) slsen oo Typ

Da endlich (vergl. §. 46)

P=(1+0@-0)(1+0-0)(1+0"—D)...
=1+@—1+@—1)+ @ —1) + - (mod 4)
und folglich

P—1_p—1, p'—1  p'—1
—= P 4 (mod. 9)

und hieraus
P—1\?_ mp—1  p'—1  p"—1 2
() =CF +2+ 5 ) medy

ist, so ergiebt sich schliesslich

(3) o (3) oo

worin der zu beweisende Satz besteht. Ein specieller Fall, wel-
cher oft zur Anwendung kommt und auch leicht auf andere Art
zu beweisen ist (vergl. §. 52, I.), ergiebt sich durch die Annahme
h = 0 (mod. P); man erhilt dann
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5(§)=o

d. h. ist P eine positive ungerade Zahl, in welcher keine Quadrat-
zahl (ausser 1) aufgeht, so ist die Anzahl aller derjenigen relati-
ven Primzahlen m zu P, welche kleiner als P sind, und fiir welche

™) = + 1ist, genau gleich der Anzahl derjenigen Zahlen m
P 8 g jenig )

fiir welche (%) = — 1 ist.




}
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II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe.

§ 117.

Lehrsatz: Sind a und b zwei positive Constanten, so comver-
girt die unendliche Reihe

1 1 1 1
=bire T Grame T FFeaire T GFBayive T

Sfir jeden positiven Werth von @, und bei unbegrenzter Abnahme
dieser positiven Zahl ¢ ndhert sich das Product ¢S dem Grensz-

werthe 1.
a

S

Beweis. Construiren wir fiir einen bestimmten positiven
Werth von ¢ die Curve, deren Gleichung in Bezug auf ein recht-
winkliges Coordinatensystem

1
y - xl+9

ist, so hat die Fliche, welche zwischen ihr und der unendlichen
positiven Abscissenaxe liegt, von 2 — b an gerechnet, den end-

lichen Werth ,
+o 11
,;/ ydz = raTa

Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissen
b, b+ a, b+ 2a, b+ 3a . . .
entsprechen, sind

1 1 1 1 )
bite (btai+e’ (6+2a)ite’ (b+3a)ite " 7




Grenzwerth einer Reihe. 337

ihre Fusspuncte sind #quidistant und zerlegen die Abscissenaxe
in unendlich viele Stiicke von der Griosse a. Construirt man iiber
jedem dieser Stiicke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Héhe
gleich der letzten Ordinate in diesem Stiick ist, so haben diese
Rechtecke der Reihe nach den Flicheninhalt

a a a
G+a)te’ (b+2a)1te’ (b4 3a)ite

Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem z stetig
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der iiber
demselben Abscissenstiick liegende, bis zur Curve ausgedehnte
Fliachenstreifen, und folglich ist die Summe von noch so vielen
jener Rechtecke stets kleiner als die gesammte, oben von der
Curve begrenzte Fliche; d. h. es ist

a a a 11
‘BFoie T@rzaiTe TG sare T <o %¢

a
blte

oder es ist, wenn auf beiden Seiten addirt wird,

1 1° a
as<3w+_b1+(”

woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende
Reihe S wirklich fiir jeden positiven Werth von ¢ convergirt.

Construirt man nun iiber jedem der obigen Abscissenstiicke
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Hohe gleich der er-
sten Ordinate in diesem Stiick ist, so sind diese Rechtecke, deren
Flécheninhalt gleich

a a 1
br+e’ (b+a)tte’ (b42a)ite " 7

nothwendig grosser als die iiber denselben Stiicken liegenden, bis
zur Curve fortgesetzten Flichenstreifen, aus dem schon oben an-
gefiihrten Grunde, weil mit wachsendem z die Ordinate y stetig
abnimmt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grésser
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fliche, d. h.
es ist

1 1
aS>-5ﬁ'

Dirichlet, Zahlentheorie. 22



- Y

ST Tl T T e e s -

e adia el

Wy -

338 Supplement II
Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Reihe S und folg-
lich auch der des Productes ¢S in zwei Grenzen eingeschlossen;
es ist niamlich

11 11, o

TS <g Tt
Wenn nun der positive Werth ¢ unendlich klein wird, so ndhert
sich sowohl

@

11 1 1
—a-‘b—e,alsa'IIChEﬁ-{-—m

einem und demselben Grenzwerth %; mithin muss auch das Pro-

duct ¢ 8 sich demselben Grenzwerth %néihern, was zu beweisen

war.

§ 118.

Der so eben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen
von der grossten Wichtigkeit ist:

Es sei K ein System von positiven Zahlwerthen k, und T die-
Jenige unstetige Function von einer positiven stetigen Verinderli-
chen t, welche angiebt, wie viele der in K enthaltenen Zahlwerthe
k den Werth t nicht iibertreffen; wenn nun mit unendlich wachsen-
dem t der Quotient T : 1t sich einem bestimmten endlichen Grenz-
werth o ndhert, so convergirt die Reihe

1
JSir jeden positiven Werth von o, und das Product ¢ S ndihert sich
mit unendlich abnehmendem o demselben Grenzwerth .

Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips
einige erliuternde Bemerkungen vorauszuschicken. Zufolge der
Bedeutung von T’ entspricht jedem endlichen Werth von ¢ auch
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ein endlicher Werth von T'; denn wiren in K unendlich viele Zah-
len % enthalten, welche den endlichen Werth ¢ nicht iibertreffen,
so wiirde auch jedem grossern Werth von ¢ eine unendliche An-
zahl T entsprechen; es wiirde daher das Verhiltniss 7': ¢ fort-
wihrend unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annah-
nahme, dass 7': ¢ sich einem endlichen Grenzwerth o mit wach-
sendem ¢ ndhert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T
nur dann ihren Werth dndert, wenn ¢ einen Werth erreicht, wel-
cher einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen
Zahlen k gleich ist, und zwar wird 7' dann plétzlich um ebenso
viele Einheiten zunehmen, als es Zahlen % giebt, welche diesem
. Werth ¢ gleich sind.

In dem einfachsten Fall, wenn K nur aus einer endlichen
Anzahl von Zahlwerthen % besteht, leuchtet die Richtigkeit des
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald ¢{ dem grossten die-
ser Werthe % gleich geworden ist, bleibt 7' bei weiter wachsen-
dem ¢ unverindert; es ist folglich «=0; und da andererseits die
Summe

1
2%

einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product ¢ S mit un-
endlich kleinem ¢ ebenfalls unendlich klein werden.

Ebenso bestitigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen
Fall, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das Sy-
stem K besteht dort aus den simmtlichen Zahlen von der Form
b + na, die den simmtlichen Werthen 0, 1, 2, 3... von »
entsprechen; wenn nun ¢{ =— b + na oder > b 4 na, aber
< b + (n+1) a ist, so ist entsprechend T'=n + 1, und folg-
lich nihert sich der Quotient 7': ¢{ mit unendlich wachsendem ¢,
also auch mit unendlich wachsendem »# dem Grenzwerth '

o= 1 3
und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch zu-
gleich der Grenzwerth des Productes ¢ S ist, wenn die positive

Grosse @ unendlich klein wird.
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§. 119,

Wir gehen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes iiber
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe % ihrer
Grosse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise,
dass

ki <ks<ks=ki=ks . ..

wird; dies ist offenbar moglich, da unterhalb eines beliebigen
endlichen positiven Werthes ¢ immer nur eine endliche Anzahl
von Zahlwerthen % vorhanden ist; sind mehrere Zahlen % gleich
gross, so muss jede einzelne ihren besondern Index erhalten, so
dass dann mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse
Zahlwerthe & entsprechen.

Wir haben nun zu zeigen, erstens, dass die Reihe S fiir jeden
positiven Werth von ¢ convergirt, zweitens, dass das Product ¢S
mit unendlich abnehmendem positivem ¢ sich dem Grenzwerth «
ndhert; dies Letztere wird der Fall sein, wenn wir beweisen kon-
nen, dass, wie klein auch eine gegebene positive Grosse 0 sein
mag, fiir hinreichend kleine Werthe von ¢ stets

c—d<<oS<<a+d

wird. Schliessen wir fiir einen Augenblick den Fall, in welchem
o = 0 ist, von unserer Betrachtung aus, setzen wir also voraus,
dass e ein positiver Werth ist (denn negativ kann « seiner Bedeu-
tung nach nicht sein), 50 wihlen wir, um diesen Nachweis zu lie-
fern, beliebig nahe unterhalb und oberhalb « zwei positive Gros-
sen f, y von der Beschaffenheit, dass

: e—0d< <

und
e+ 0>y >a
ist. Da nun der Quotient 7' : ¢ mit unendlich wachsendem ¢ sich
dem zwischen f und y liegenden Werth « nihert, so wird immer
ein endlicher positiver Werth 7 existiren von der Beschaffenheit,
dass fiir alle Werthe von ¢, welche > 7 sind, stets
T

ﬂ§7§7’
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ist. Es sei g derjenige Werth von 7, welcher dem Werthe { =<
entspricht, d. h. es seien

Ky gy kgy By v v By, by

simmtliche in K enthaltenen Zahlwerthe %, welche diesen Werth
7 nicht iibertreffen; dann wollen wir zur Abkiirzung

1 1 1 1
ire T ire T k31+e+"'+m_s

setzen.

Ist nun # irgend eine positive ganze Zahl, und zwar n > g,
80 ist k, > 7; es kann aber sein, dass mehrere in K enthaltene
Zahlwerthe — %, sind; wir bezeichnen sie der Reihe nach mit
kmiyt, bmiya... b Fiir alle Werthe von ¢ zwischen k., und %y 4 4,
oder doch wenigstens fiir diejenigen dieser Werthe, welche zu-
gleich > 7 sind, ist nun 7' = m, also

m
ﬂé;éﬂ

wenn nun { dem Werth %, unendlich nahe kommt, so wird

im 2 =2 -2
t - km+l - kn’
woraus folgt, dass auch
B< =7

ist. Ferner entspricht dem Werth { = kp 41 = ku = ks der
Werth 7 = m’, und es ist folglich auch

ml
Eéy;

higraus folgt, da » > m und ausserdem »n < m' ist, dass auch

B =

B~ <y

ist; und dies gilt also fiir alle positiven ganzen Zahlen n, welche
> u sind. Fiir alle diese Zahlen ist daher

1 1 1
ﬁ”e;ﬁ.,.—eémé?"*?””ea Y]
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sobald 1+ ¢ ein positiver Exponent ist, also gewiss, sobald ¢
selbst positiv ist, was wir in der Folge annehmen. Da nun nach
dem in § 117 behandelten speciellen Fall die unendliche Reihe

1 1 1
FN=G@rnme t arome TaFayre T

fiir jeden positiven Werth von ¢ convergirt, so gilt auch dasselbe
von der unendlichen Reihe

1 1 1
S"= 14 + 14 + + - ‘;
Q 1+e
LS NS B A%

denn zufolge der Gleichung (I) ist die Summe von beliebig vielen
Gliedern dieser Reihe S” nicht grosser als dasProduct aus p!+e
und ‘der Summe der entsprechenden Glieder der Reihe N. Da
ferner S’ immer einen endlichen Werth hat, so convergirt auch die
unendliche Reihe

1

ki+e

S=23 =8+ 8
fiir jeden positiven Werth von ¢; hiermit ist der erste Theil un-
seres Satzes bewiesen.

Setzen wir nun in der Gleichung (I) fir » alle ganzen Zah-
len p+1, u 42, 04 3. .. ein, und addiren wir, so ergiebt sich

Bite.N< 8" <yi*e. N,
oder, wenn wir S’ addiren und mit @ multipliciren,
o8 + pite-eN=<¢S=ef8 + y'*te-oN

Da nun S’ immer endlich bleibt, und das Product ¢S nach §.117
mit unendlich abnehmendem g sich dem Grenzwerth 1 nihert, so
leuchtet ein, dass die beiden Ausdriicke linker und rechter Hand
von o8 sich resp. den Grenzwerthen g und y nihern. Da nun
ferner f > « — 0, und p << &« + & gewihlt war, so wird fiir hin-
reichend kleine Werthe von ¢ der Ausdruck linker Hand ebén-
falls >« — 0, und der Ausdruck rechter Hand ebenfalls << & - &
werden; und da der Werth von ¢ S immer zwischen den Werthen
dieser beiden Ausdriicke liegt, so wird fiir hinreichend kleine
Werthe von ¢ wirklich '

e —0<<oS<<a+ 0
werden; hiermit ist nun auch der zweite Theil des Satzes bewiesen.



Grenzwerth einer Reihe. 343

Fiir den oben ausgeschlossenen Fall o =0 gestaltet sich der
Beweis noch einfacher; dann geniigt nimlich der Nachweis, dass
fiir hinreichend kleine Werthe von ¢ das Product ¢S << 8 wird;
es geniigt also die Einfiihrung der einen Grosse y ¥*).

*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man diesen Satz nicht umkeh-
ren darf. Besteht z. B. das System K aus einer Zahl ¥ = 1, aus (6 —1)
Zahlen k¥ =6, aus (62 — O) Zahlen k=62, aus (8°— 62) Zahlen k=863
u 8. f,, wo © eine*positive ganze Zahl > 1 bedeutet, so ist fiir jeden posi-
tiven Werth von ¢

6 —1
880 —1)’

und das Product ¢S ndhert sich mit unendlich abnehmendem ¢ dem Grenz-
werthe

S=1+4

6 —1

' —
¢ T 6 loge?

wihrend der Quotient 7': ¢ bei unendlich wachsendem ¢ fortwihrend von

dem Werth 1 abnehmend durch «’ hindurch geht bis zu dem Werth é,

dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zuriickspringt, um von Neuem
denselben Verinderungsprocess zu erleiden.




III. Ueber einen geometrischen Satz.

§. 120.

In einer Ebene sei eine vollstindig begrenzte Figur F' von
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flichen-
inhalt wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und Y zwei
auf einander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit
ihnen zwei Systeme dquidistanter Parallelen, welche ein iiber die
ganze Ebene ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn d der Ab-
stand je zweier benachbarter Parallelen, und 7' die Anzahl der
Gitterpuncte ist, welche innerhalb F' liegen, das Product.792? mit
unendlich abnehmendem 0 sich dem Grenzwerth A n#hern.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der
mit Y parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an,
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei-
det; bezeichnen wir mit 4 die Linge des innerhalb F' liegenden
Stiickes irgend einer solchen Parallelen, so ist 40 nahezu der Fla-
cheninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen ent-
haltenen Theiles der Fliche F, und es wird in der Lehre von
der Quadratur bewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke
hd sich mit unendlich abnehmendem & dem wahren Fliacheninhalt
A der Figur unbegrenzt nahert. Bezeichnen wir nun mit » die
Anzahl der auf 2 liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgiiltig
ist, ob ein zufillig auf der Begrenzung von F' liegender Gitterpunct
mitgezéihlt oder ausgeschlossen wird), so besteht % aus (n— 1)
Stiicken = 0 und aus einem Rest, welcher hochstens = 24 ist,
80 dass wir h = nd 4 &0 setzen konnen, wo & einen positiven
oder negativen echten Bruch bedeutet. Es ist daher

Shd =3 (nd? 4 0% = 7902 + & T&0;
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es ist ferner, da ¢ absolut genommen hdchstens — 1 ist, die
Summe Y &0 hochstens gleich der endlichen Ausdehnung der Fi-
gur F in der Richtung der Axe X, und es wird daher d ¢4 mit
8 gleichzeitig unendlich klein. Folglich nihert sich das Product
Té? demselben Grenzwerthe A, welchem sich Y /6 nihert; was
zu beweisen war. :

Es leuchtet tibrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be-
schrinkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr
austreten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von
positiven und negativen Flichentheilen ansehen, welche einzeln
der angegebenen Bedingung geniigen; und wendet man auf jeden
einzelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die
Richtigkeit desselben fiir die ganze Figur F.




)
P
a,
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IV. Ueber die Genera, in welche die Classen der quadra-
tischen Formen von bestimmter Determinante zerfallen*).

§. 121

Ist (a, b, ¢) eine quadratische Form von der Determinante
b2 — ac = D, und sind 2, 2’ irgend zwei durch diese Form dar-
stellbare Zahlen (wobei es gleichgiiltig ist, ob die darstellenden
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lisst sich das
Product z2' stets in die Form #2 — Dy? bringen, wo z und y
ganze Zahlen bedeuten; denn aus der Anpahme

z2=aa? + 2bay + cy? 2' —af? 4 20680 + co?

. folgt (nach §. 54), dass die Form (a, b, ¢) durch die Substitution

(:’ g) in eine Form (2, z, #') iibergeht, deren Determinante
)

23— z2' von der Form Dy? ist. Aus dieser Bemerkung lassen
sich folgende Schliisse ziehen**),

1) Ist I eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat fiir
alle durch ! nicht theilbaren Zahlen n, welche durch die Form
(a, b, ¢) darstellbar sind, das Symbol

(7)

einen und denselben Werth. Denn sind % und %’ irgend zwei
solche durch ! nicht theilbare und durch (a, b, ¢) darstellbare
Zahlen, so folgt aus nn' = 22 — Dy?, dass nn' = z? (mod. 1),
und folglich

*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications etc. §§.8,6 (Crelle’s
Journal XIX).
**) Vergl. Gauss: Dtsquiss. Arithmeticae artt, 229 — 231.
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()= oo (H)=(2)

2) Ist D = 3 (mod. 4), so hat fiir alle ungeraden durch die
Form darstellbaren Zahlen » der Ausdruck

(— 1)%6e—D
einen und denselben Werth. Denn sind #» und »’ irgend zwei
solche ungerade Zahlen, so ist
nn' = 2?2 — Dy? = 22 + y? (mod. 4);

da ferner nn' eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden
Zahlen z,y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt
nn' =1 (mod. 4), also auch » = »’ (mod. 4), und hieraus

(— 1)%6—D — (—1)%e'—D,
3) Ist D = 2 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen » der Ausdruck
(— 1) %=

ist.

einen und denselben Werth. Denn aus

nn' = 2?2 — Dy? = 2? — 2y? (mod. 8)
folgt, da x ungerade ist, xn’ = + 1 (mod. 8), also auch n=+n'
(mod. 8), woraus die obige Behauptung sich unmittelbar ergiebt.

4) Ist D = 6 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen »n der Ausdruck

(—1)%G=D+%03—D
einen und denselben Werth. Denn aus
nn' = 22 — Dy? = z2? + 2y? (mod. 8)
folgt da z ungerade ist, nn’ = 1 oder = 3 (mod. 8), je nach-

dem y gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechend n = %'’
oder = 3x' (mod. 8), und man findet leicht, dass in beiden Fillen

n—1 n2—1_n"—1 xn'2—1 ]
ist, was zu beweisen war. :

5) Ist D = 4 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck

(—1)%e-D
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einen und denselben Werth. Denn aus nn' = 22 — Dy? folgt,
da z ungerade ist, nn' = 1 (mod. 4), also » = »' (mod. 4).

6) Ist D = 0 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen # jeder der beiden Ausdriicke

(— ]_)l/s('l—l) und (_ l)l/e('l’—l)

i fiir sich einen unveridnderlichen Werth. Denn aus

nn' =23 — Dy? = z? =1 (mod. 8)
folgt » = »' (mod. 8).

§ 122.

Auf den Sitzen des vorigen Paragraphen beruht die Einthei-
lung der quadratischen Formen einer gegebenen Determinante D
in Genera; wir beschrinken uns hier auf die urspriinglichen For-
men, weil das, was fiir sie gilt, leicht auf die andern Formen iiber-
tragen werden kann; ausserdem betrachten wir fiir den Fall einer
negativen Determinante nur positive, d. h. solche Formen, deren
dussere Coefficienten positiv sind. Es sei also (a, b, ¢) eine ur-
spriingliche Form der 6ten Art (§. 60), so wissen wir (§. 93), dass
man den Variabeln derselben stets solche Werthe z, y beilegen
kann, dass

ax? 4 2bxy 4 cy?
¢

n

positiv und relative Primzahl zu 2 D wird; dabei ist es gleichgiil-
tig, ob x und y relative Primzahlen zu einander sind oder nicht.
Bezeichnet man nun mit 7, 7', 1” . . . alle von einander verschie-
denen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat fiir alle
durch eine und dieselbe Form (a, b, ¢) erzeugten Zahlen 6n jedes

der Symbole
6_n) (6n> 6n
1) \1") (F) o

und folglich auch jedes der Symbole

@ () ()

fir sich einen unverinderlichen Werth; ist ferner D nicht = 1
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(mod. 4), also 6 = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D=3 (mod. 4),
D=2 (mod. 8), D=6 (mod. 8), D=4 (mod. 8), D=0 (mod. 8)
ist, entsprechend von dem Ausdruck

(— 1)%hGt—D, (—1)%® =D (—1)%6—D+%E2—D, (—1)%e—D

oder von jedem der beiden Ausdriicke
- (—1)%®=D und (— 1)%@*—D,
Die Anzahl dieser Ausdriicke '

(;‘_), (%) o (—1)%@=D u, 5, w.,

die wir die Charaktere C nennen wollen, hingt nur von der De-
terminante D ab und soll im Folgenden immer mit 2 bezeichnet
werden; offenbar ist 2 gleich der Anzahl der in D aufgehenden
ungeraden Primzahlen I, I/, 1" ..., wenn D =1 (mod. 4); in
den iibrigen Fillen mit Ausnahme von D = 0 (mod. 8) ist sie
um 1, und im Fall D = 0 (mod. 8) ist sie um 2 grosser. Das
System der bestimmten Werthe + 1, welche diesen A4 Charak-
teren C fiir eine bestimmte Form (a, b, ¢) zukommen, wollen
wir den Total-Charakter dieser Form nennen. Nach dem Aus-
fall dieses Total-Charakters theilen wir sdmmtliche urspriing-
liche Formen von gleicher Determinante und gleicher Art in
Genera ein, indem wir je zwei Formen in dasselbe Genus oder in
zwei verschiedene Genera werfen, je nachdem der Total-Charakter
der einen Form mit dem der andern identisch ist, oder nicht; ein -
Genus ist hiernach der Inbegriff aller urspriinglichen Formen von
gleicher Determinante und gleicher Art, fiir welche jeder der 2
Charaktere C fiir sich genommen denselben Werth besitzt. Da
nun alle Zahlen 67, welche durch eine bestimmte Form darstell-
bar sind, auch durch alle mit ihr dquivalenten Formen dargestellt
werden konnen, so gehoren alle Formen einer und derselben
Classe auch in ein und dasselbe Genus; ein Genus ist daher im-
mer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen-Classen.
Da ferner jeder der 2 Charaktere C zwei einander entgegengesetzte
Werthe haben kann, so leuchtet ein, dass die simmtlichen ur-
spriinglichen Formen von einer gegebenen Determinante D und
von der oten Art hochstens 24 verschiedene Genera bilden konnen.

Wir bemerken nun noch, dass die dussern Coefficienten einer
Form immer durch diese Form dargestellt werden, wenn man der
einen Variabeln den Werth 1, der andern den Werth 0 beilegt;
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mithin konnen die Charaktere dieser Form immer aus einem die-
ser beiden Coefficienten erkannt werden.

Beispiel 1: Fiir die Determinante D — — 35 = 1 (mod. 4)
bilden (§. 67) die sechs Formen

1,0,385, 5,0,7), B, +1,12), (4, £1,9)

ein vollstandiges System nicht dquivalenter (positiver) Formen der
ersten Art, und die beiden Formen

@,1,18), (6,1,6)

ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen
(oder die durch sie reprisentirten Classen) in Genera einzutheilen,
haben wir die beiden Charaktere

(5 (3)

zu betrachten, und da 4 = 2 ist, so sind fiir jede der beiden
Formenarten hichstens vier Genera zu erwarten. Die wirkliche Un-
tersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle:

wno [(3)|(7)
0,3 | + | +
5,0,7 —_ —_
@, +1, 12) —_ —_
4,+1,9 | + | +
2,1,18) + +
6,1, 6) —_ r —_

Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systeme nur in zwei ver-
schiedene Genera zerfillt; die drei Formen

1,0,385, (4,%1,9)
bilden ein Genus, dessen Total-Charakter durch

@)=+ (5)=+

bestimmt ist; die drei andern Formen
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(5’ 0? 7)1 (3’ j: l: 12)

bilden ein zweites Genus, dessen Total-Charakter durch

(5)= -1 (5)=-

bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bil-

det ein Genus fiir sich. '
Beispiel 2: Fiir die Determinante D — — 5 = 3 (mod. 4)

bilden (§. 71) die beiden Formen ;

(1,0,5), 2,1,3)

ein vollstindiges System nicht dquivalenter (positiver) Formen;
um sie in Genera einzutheilen, miissen wir die beiden Charaktere

(— 1)%6=D und (%)
betrachten. Der Form (1, 0, 5) entspricht
—pred =41, (8)=+1,
und der.Form (2, 1, 3) entspricht
(—1)%ho=D — _ 1, (_;i) = — 1.

Jede dieser beiden Formen bildet also ein Genus fiir sich; da
A =2 ist, so ist auch hier die Anzahl der Genera nicht = 23,

sondern nur = 241,

Beispiel 3: Fiir die Determinante D = 24 = 0 (mod.-8)
findet man leicht (nach §§. 75, 78, 82), dass folgende vier Formen
(1, 4, —8), (—1,4,8), (3,3, —5), (—3,3,5)
ein vollstindiges Formensystem bilden; es sind hier die folgenden

drei Charaktere zu betrachten:

(—1)%e-D  (— 1)‘/.;(-’—1), (%‘_),
der ersten der obigen Formen entspricht

Yol —1) — Yolni—1) — "y __ .
(—phe-D =41, (—he-r =41, (B)=+1

der zweiten '
(~pren=—1, (—pped =4 1, (B)=—1;
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der dritten '

(—DHed = —1, (e =—1, (P =+1;
und der vierten

(—D)%6-D = 4 1, (—%e=D = _1, (—;'-) =—1

Auch hier zeigt sich also, dass die Anzahl der wirklich vorhan-
denen Genera nicht — 23, sondern nur — 24—1 ist.

§. 123.

Mit Hiilfe des Reciprocitéitssatzes ldsst sich nun in der That
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Genera hdichstens
= 24—1 jgt. Wir setzen D — D'S?, wo S2 das grosste in D
aufgehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben 4, &,
P dieselbe Bedeutung in Bezug auf D’ bei, welche sie in §. 101
in Bezug auf die dortige Determinante D erbalten haben. Dann

wird
(%) = (%’-) — 0%(r—1) gl(ni—1) (%)1

wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die relative
Primzahl zu 2 D ist. Da nun die Determinante D keine Quadrat-
zahl, also D' nicht — 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig
0=+ 1, e=+ 1 und P =1 sein, und hieraus folgt leicht,

dass der Ausdruck
d%m—1) glYe(ns—1) (%)

entweder mit einem der Charaktere C, oder mit dem Producte
aus mehreren dieser Charaktere identisch ist; bezeichnen wir diese
Charaktere mit:C’ und ihr Product mit IT (", so ist also stets

INe' = (%‘)a

sobald # positiv und relative Primzahl zu 2 D ist. Da nun durch
jede urspriingliche Form der 6ten Art stets Zahlen 6n dargestellt
werden konnen; in welchen # dieser Bedingung geniigt (§. 93), und
zwar ‘solche Zahlen 6%, von welchen D quadratischer Rest ist
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(8.59), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form
so beschaffen ist, dass stets

nne'=+1

und niemals I7C' = — 1 wird. Da nun unter den sdmnmtlichen
24 Zeichencombinationen, welche man erhilt, wenn man jedem
der 4 Charaktere C sowohl den Werth 4+ 1 wie den Werth —1
beilegt, offenbar die Hilfte so beschaffen ist, dass ITC' = — 1
wird, so folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-
Charakteren keine wirklich existirenden Formen entsprechen kon-
nen. Mithin ist die Anzahl der wirklich existirenden Genera
hochstens = 24—1,

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjeni-
gen Zeichencombinationen, welche in Uebereinstimmung mit der
oben angegebenen Relation sind, wirklich existirende Formen
entsprechen, dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Ge-
nera = 24—1 ist, und ausserdem, dass jedes Genus eine gleiche
Anzahl von Formen-Classen enthalt.

8. 124.

Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit » alle positiven ganzen
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2D sind, ferner mit
m alle diejenigen Zahlen %, von welchen D quadratischer Rest ist,
und mit p die Anzahl der von einander verschiedenen in m auf-
gehenden Primzahlen. Es sei ferner ¢ (n) eine der Bedingung
Y (n") ¥ (n") = ¢ (n' n") geniigende Function, so ist stets

3 B0 o 5 2000 _y $0)  y (D) 8)

n?s ne k]

vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen
bestimmte von der Anordnung der Glieder unabhidngige Werthe
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisirung
#(n) = 1 in die Endgleichung des §. 89 iiber, und sie konnte
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir zie-
hen hier folgende Verification vor.

Verfihrt man, wie in §. 91, so erhilt man durch Ausfiihrung
der Multiplication der beiden unendlichen Reihen auf der rechten

Seite
Dirichlet, Zahlentheorie, 23
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=39

ist, und 0 alle Divisoren der Zahl » durchlaufen muss. Denkt
man sich nun die Zahl n dargestellt als Product von Primzahl-
potenzen 4, B ... und bezeichnet man mit @ alle Divisoren von
A, mit b alle Divisoren von B u. s. w., so leuchtet ein, dass z das
Product aus den Summen ‘

D D
2(2) 2(3)
ist. Wenn nun z. B. 4 = ¢% und q eine Primzahl ist, so wird
s (@)=t

wenn D quadratischer Rest von ¢ ist; ist dagegen .D Nichtrest
von ¢, so wird

wo

3 (%): 1 oder = 0,

je nachdem « gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua-
drat oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit % alle die-
jenigen Zahlen 7, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen,
von denen D Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl x, fiir
welche = von Null verschieden ausfillt, von der Form mk? ist;
und zwar ist dann 7 gleich der Anzahl aller Divisoren von m. Da
ferner ¢ (mk2) = ¢ (m) ¥ (k?) ist, so wird die rechte Seite unserer
Gleichung gleich
somk) o w(k) o T9(m)
> (mk?)*s — )X To2e ‘2 me

Wir wenden uns nun zur linken Seite; hier ist zunichst

g ¥ _ s v (E) 5 v(m)

“ pzs T ke m2e

und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass

s ¥m) 5 2"me) —5 rw(fn)

m2s m
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ist. Fiihren wir links die Multiplication aus, indem wir alle Glie-
der des Productes, welche einen und denselben Nenner m* haben,
in ein einziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von
der Form

' ¢ (m)
’2 '_m_‘ )
wo der Coefficient
=3 o#

aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische
Divisoren 82 besitzt, und wo die Zahl u fiir jede Zerlegung von
der Form m = &0? angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in
& aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu
werden, dass ' = r ist, d. h. es muss folgender Satz bewiesen
werden: :

Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mogliche
Arten in zwei Factoren, von denen der eine ein Quadrat 82 ist,
und bezeichnet man mit p jedesmal die Anzahl der in dem andern
Factor ¢ aufgehenden von einander verschiedenen Primzahlen, so
ist X 2# gleich der Anzahl 7 aller Divisoren der Zahl m.

Von der Richtigkeit dieses Satzes iiberzeugt man sich aber
leicht auf folgende Weise. Ist

m=a%bPec? ...,
wo @, b, ¢... von einander verschiedene Primzahlen bedeuten,
so ist jeder Divisor ¢ von der Form
' ¢=ABC...,
wo A, B, C ... resp. irgend welche Glieder aus den Reihen

2 4

a%, a®* % a" " ...
- —4

bP, P2, pPt L.

e”, ¢ VL.

u. 8. w. bedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Expo-
nenten nicht negativ werden. Lisst man nun jedem Factor
A, B, C...resp. einen Factor 4’, B', C'. . . entsprechen, wel-
cher — 2 oder = 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent
> 0 oder = 0 ist, so wird

20 =A'B'C...,

23+
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und folglich
S22 =3 A'".IB.3C...
da aber, wie unmittelbar einleuchtet
SA' =a+1, I B =8+4+1 IC=py+1....

ist, so findet man

S =@+ DB+ @+1...=m1

was zu beweisen war.
Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben-
falls erwiesen.

§. 125.

Nach §. 123 zerfallen die simmtlichen positiven Formen von
der Determinante D und von der 6ten Art, und also auch die
simmtlichen % Formenclassen in héchstens z = 2*~! verschie-
dene Genera, deren Total-Charaktere siimmtlich der Bedingung

I1¢c = 41
geniigen, und die wir mit ,
G, Gy...G,

bezeichnen wollen; die Anzahlen der Formen-Classen, welche
diese Genera enthalten, sollen entsprechend mit

9192 -9z
bezeichnet werden, so dass also, wenn eines dieser Genera, z. B.
G,, nicht wirklich vorhanden sein sollte, g, = 0 zu setzen ist.
Es soll nun gerade im Folgenden gezeigt werden, dass dies nie-
mals eintritt, dass also diese r Genera wirklich existiren, und
ausserdem, dass sie alle gleich viele Formen-Classen enthalten,
dass also .

1
N=g1=g - -=_h

ist.
Zu diesem Zweck benutzen wir die im vorigen Paragraphen
bewiesene Gleichung, und zwar verstehen wir unter ¢ (n) irgend
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eins der 2% = 27 Glieder der Summe, welche durch die Entwicke-
lung des iiber alle 4 Charaktere C erstreckten Productes

IMIa+ o0

entsteht; der Bedingung v (n) ¥ (n') = ¢ (nn') geschieht offen-
bar durch jede solche Specialisirung Geniige, denn alle Factoren
C, aus denen ein solches ¢ (n) zusammengesetzt ist, geniigen der-
selben Bedingung. Da ausserdem ¥ (n) fiir jede Zahl n, die rela-
tive Primzahl zu 2D ist, = + 1 ist, so convergiren die vier in
der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unabhingig
von der Anordnung ihrer Glieder fiir jeden positiven Werth
5 > 1. Es ist also unter dieser Annahme

1 ¥ o ¥m) o (D\ ¥
Som Do =340 3(3) P

Denken wir uns nun wieder (wie in §. 88) ein vollstindiges
System S von 4 Formen

(aj b, c), (a', b’, 'c') e

von der Determinante D und von der oten Art aufgeschrieben,
und unterwerfen wir die Variabeln z, y jeder Form den dort an-
gegebenen Bedingungen I), II), III), so wird jede Zahl 6m im
Ganzen auf % . 2 verschiedene Arten erzeugt, wo x die eben-
daselbst festgesetzte, nur von D und ¢ abhiingige Bedeutung hat.
Die simmtlichen » Formen des Systems S zerfallen nun in zwei
Gruppen, nimlich in eine Gruppe von H Formen, die wir mit
(4, b, ¢) bezeichnen wollen, fiir welche ¥ (m) = + 1 ist, und in
eine zweite Gruppe von H’' Formen, die wir mit (a’, b’, ¢’) be-
zeichnen wollen, fiir welche ¢ (m) = — 1 ist. Offenbar werden
auf diese Weise alle g, Formen des Systems S, welche einem und
demselben Genus G, angehoren, auch einer und derselben dieser
beiden Gruppen zugetheilt; denn fiir alle diese Formen hat jeder
Factor von ¢ (m) fiir sich genommen, und folglich auch v (m)
selbst einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein,
dass alle Zahlen 6m, denen ¥ (m) = + 1 entspricht, ausschliess-
lich durch Formen der ersten Gruppe, und alle Zahlen 6m, denen
9 (m) = — 1 entspricht, ausschliesslich durch Formen der zwei-
ten Gruppe erzeugt werden.

Mithin ist
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+s azx? 4 2b6xy + cy’)-‘ n

xzw(m)%'f—=

a'x?+ 2b'x y+ c'y?\~* ?

N : .

wo auf der rechten Seite die den H Formen (a, b, ¢) der ersten.

Gruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen,

und die den H' Formen (a’, ', ¢') der zweiten Gruppe ent-

sprechenden Doppelsummen mit negativem Vorzeichen behaftet

sind.
Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit der unendhchen

Reihe - :

1
n?e’

b

so erhialt man links zufolge der obigen Gleichung das Resultat
L3 ¥ 5 (D) ¥,

fiihrt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication wie in
§. 90 aus, so verandert sich dusserlich ihre Gestalt nicht, sondern
es fallt allein die frithere Bedingung III) fort, nach welcher die
den Variabeln z, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu
einander sein mussten. Man erhilt daher

azr? + 2bxy + cy?\—*
e 3t 5 ()0 _ +3( *
nt _2<a’x?+2b’xy+c'y’ —4
5

Setzen wir jetzt s = 1 4 ¢, und multipliciren wir mit g, so
néhert sich mit unendlich abnehmendem positiven ¢ jedes der &
Producte

. ax’+2bxy+6y’)_“+") (@2 2y o'y N\~
02( 5 ---92( .

einem und demselben von Null verschiedenen Grenzwerth W,
welcher fiir eine negative Determinante in §. 95, fiir eine positive
in § 98 bestimmt ist; mithin wird der Grenzwerth, welchem sich
das Product aus ¢ und aus der rechten Seite der vorstehenden
Gleichung nihert, gleich (H — H")W.

Fiir die beiden Fille nun, in welchen fiir ¢ (») entweder das



Genera der Formen. 359

Anfangsglied 1 oder das Glied ITC' der Entwicklung des Pro-
ductes IT (1 + C) genommen wird, ist = A und H' = 0; und
die obige Gleichung stimmt genau mit der in §. 90 iiberein, wel-
che spiter zur Bestimmung der Classenanzahl 4 fiihrte. In den
iibrigen (27 — 2) Fillen, d. h. also, wenn unter ¢ (n) irgend ein
Glied des entwickelten Ausdrucks

na+06 —-1-1c
verstanden wird, néhert sich aber, wie im folgenden Paragraphen

nachtriiglich gezeigt werden soll, Jede der beiden unendlichen
Reihen

¥ (n), (D) ¥ (n)
) nite und 3 ) ntt
mit unendlich abnehmendem ¢ einem endlichen Grenzwerth, und
folglich das Product
oks 58 3 (D)3

1+9

dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies mit dem oben ge-
fundenen Grenzwerth (H — H') W, wo W eine von Null ver-
schiedene Grosse war, so ergiebt sich

H—H =0,
d. h. jedem dieser (2¢ — 2) Fille entspricht eine Eintheilung
aller k Formen des Systems § in zwei Gruppen, deren jede eine
gleiche Anzahl H — H' = 1/, h Formen enthilt.

Zufolge der obigen Bemerkung, dass die g, Formen des Sy-
stems S, welche einem und demselben Genus G, angehéren, bei
jeder einzelnen Specialisirung von ¥ (n) entweder alle in die
erste, oder alle in die zweite Gruppe fallen, ldsst sich jede solche
Gleichung von der Form H— H' =0, welche einem dieser (2z—2)
Fille entspricht, in folgender Weise aufschreiben

nteutet --tg.=0 1))

wo die Anzahl g, jedesmal mit positivem, irgend eine andere An-
zahl g, aber mit positivem oder negativem Vorzeichen behaftet
ist, je nachdem in diesem Fall die Formen des Genus G, dersel-
ben Gruppe angehoren, wie die Formen des Genus G, oder nicht,
d. b. je nachdem die Werthe , welche 9 (n) in dem Genus G, und
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in dem Genus G, erhilt, gleich oder entgegengesetzt sind. Ist
4 der Ueberschuss der Anzahl der Fille, in welchen das Erstere
eintritt, iiber die Anzahl der iibrigen, so wird, wenn man alle
Gleichungen (g) addirt, die den (2t — 2) verschiedenen Fillen
entsprechen, der Coefficient von g, gleich (27 — 2), und der von
gr gleich 4 werden. Um nun diesen Ueberschuss 4 zu bestim-
men, bezeichnen wir mit 9, und p, die bestimmten Werthe 41,
welche irgend einer der 4 Charaktere C resp. in dem Genus G,
und G, annimmt, und unter diesen mit p,' und y,’ diejenigen
Werthe, welche den Charakteren C’ entsprechen; man iiberzeugt
sich dann leicht, dass

d=MA+ny)—1—0Iny

ist; denn wenn wir das erste, aus i Factoren von der Form
(1 + 7 7,) bestehende, Product rechter Hand entwickeln und
die daraus entstehenden beiden Glieder 1 und IT y,'y,’ gegen die
beiden andern Glieder fortheben, so bleiben * _9—=2r—29
Glieder zuriick, deren jedes einem bestimmten Gliede des ent-
wickelten Ausdrucks

na+ 0 —1—Ie,

d. h. einer bestimmten Specialisirung von ¥ (n) entspricht, und
zwar wird ein solches Glied — 4 1 oder = — 1 werden, je
nachdem die beiden Werthe, welche das correspondirende o (n)
im Genus G, und im Genus @, annimmt, gleich oder entgegen-
gesetzt ausfallen; die algebraische Summe aller dieser Glieder
ist also in der That gleich dem Ueberschuss 4, was zu beweisen
war. Da nun die beiden Genera G; und G, verschieden sind,
so ist mindestens einer der 4 Factoren (1 + p,9,) gleich Null,
und da ausserdem ITy,' =1, I1 ./ =1 und folglich auch
IT y'y.) = 1 ist, so erhalten wir 4 =— — 2. Da dieser Ueber-
schuss 4 nun fiir alle von G, verschiedenen Genera gleich gross
ist, so erhalten wir durch Addition simmtlicher (27 — 2) Glei-
chungen (g) das Resultat

Cr—2g—2@+g+ -+ 9)=0,
und da ausserdem

nt+eptest--+g=bh
ist, so folgt
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2191_2;5:0, alsogl=%=_5m.

Da endlich fiir jedes andere Genus G, Gy - -- G, die Unter-
suchung ebenso gefiihrt werden kann, wie fiir das Genus @,, so
erhalten wir als Endresultat den Satz:

Die Anzahl der wirklich existirenden Genera ist gleich 23—1,
und alle diese Genera enthalten gleich viele Formenclassen*).

§. 126.

Zur Vervollstindigung des vorstehenden Beweises haben wir
nun noch zu zeigen, dass fiir jede der 2t — 2 Specialisirungen von
¥ (n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks
entsprechen, jede der beiden unendlichen Reihen

s ¥ (n) 2( )JL

l+e 1+0

mit unendlich abnehmendem positiven ¢ sich einem endlichen
Grenzwerth nihert. Dies kann mit Riicksicht auf friithere Unter-
suchungen (§. 101) in folgender Weise geschehen.

Jeder der beiden Coefficienten ¢ (n) und (—)w(n) ist von

der Form
Oy = O%G—D yl@i—D (%),

wo 02 =1, 2 = 1, und L irgend ein ungerader Divisor von D
ist; da quadratische Factoren im Nenner eines solchen Symbols

(f) fortgelassen werden diirfen, so konnen wir annehmen, dass .

L durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Ferner ist
jedenfalls nicht gleichzeitig § = + 1, n = + 1, L =1; denn

sonst wire entweder ¢ (n) = 1, oder ¢ (n) = (%):H C', gegen

unsere Voraussetzung.

Bezeichnen wir mit L L' das Product aus allen von einander
verschiedenen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist
das System der Zahlen # identisch mit dem System aller positi-
ven ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8 LL’ sind;

*) Vergl. Disquisitiones Arithmeticae artt. 252, 261, 287,
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wir betrachten zuniichst nur die ersten ¢ (8 L L") Zahlen n, d. h.
diejenigen Zahlen n, welche kleiner als 8 LL' sind, und zeigen,
dass die Summe der entsprechenden Werthe von e, gleich Null
ist. Zu diesem Zweck bezeichnen Wwir mit @ irgend eine der vier
Zahlen 1, 3, 5, 7; mit b irgend eine der ¢ (L) Zahlen, welche
relative Prlmza,hlen zu L und nicht grosser als L sind; endlich
mit b’ irgend eine der ¢ (L') Zahlen, welche relative Primzahlen
zu L' und nicht grosser als L’ sind. Es wird dann (nach §. 25)
durch die drei Congruenzen

n=a (mod 8), n = b (mod. L), » = &' (mod. L")

eine und nur eine Zahl n bestimmt, welche relative Primzahl zu
8 LL' und zugleich kleiner als 8 LL’ ist; und wenn jede der
drei Zahlen a, b, b’ unabhingig von den andern alle ihr zukom-
menden Werthe durchlduft, so werden auf diese Weise auch alle
@ (8 LL') Zahlen n erzeugt, die relative Primzahlen zu 8 L L'
und kleiner als 8 LL' gind. Da nun jedesmal

b
Yt—1 pht—1 — ga—1 phe—1 () — (2
o n -1 0 | D, <L) (L)

ist, so wird die iiber diese Werthe von »n ausgedehnte Summe
S ay=@(L') - I 0%G—D phat-n.3 (%), |
nun ist aber (nach §. 52, I. oder nach §. 116)

(3=

ausgenommen, wenn L — 1 ist; ausserdem findet man leicht,
dass auch
~ S 0%G—=D gh@—D = 0

ist, ausgenommen, wenn gleichzeitis § = + 1, =+ 1 ist.
Da nun in unserm Falle diese beiden Ausnahmefille jedenfalls
nicht gleichzeitig eintreten, so ist

2 a, =0,

wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von n
bezieht.

Da ferner, sobald »' = n (mod. 8LL'), auch o, = e, ist,
§0 wird immer
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Sa, =0

sein, wenn die Summation auf beliebige ¢ (8 LL’) auf einander
folgende, also nach dem Modul 8 LL' incongruente Werthe von
n ausgedehnt wird. Und hieraus folgt unmittelbar, dass die
Summe aller Werthe von «,, die beliebig vielen auf einander fol-
genden Werthen von n entsprechen (von n = 1 an gerechnet)
stets unterhalb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach
einer frithern Untersuchung (§. 101) ist daher die Reihe

)

On

ne’

wenn ihre Glieder nach der Grosse der Nenner geordnet werden,
eine fiir jeden positiven Werth von s endliche und stetige Func-
tion von s; also ndhert sich auch jede der beiden obigen Reihen
mit unendlich abnehmendem positiven ¢ einem endlichen Grenz-
werth, was zu beweisen war.




Y

V. Theorie der Potenzreste fiir zusammengesetzte Moduli.

§ 127.

Es ist in §. 28 gezeigt, dass, wenn die Zahl a relative Prim-
zahl gegen den Modul % ist, stets positive ganze Exponenten n
von der Beschaffenheit existiren, dass a® = 1 (mod. k) ist; diese
Exponenten » sind die simmtlichen Vielfachen des kleinsten unter
ihnen; bezeichnet man diesen mit &, so sagt man, die Zahl a
gehore zum Exponenten §; und die § Zahlen

1, a, a?...a%-1 4)

sind simmtlich incongruent. Mit Hiilfe des verallgemeinerten
Fermat'schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass  immer ein
Divisor von ¢ (k) ist; dies Resultat ldsst sich aber auch ohne
Hiilfe des Fermat’schen Satzes ableiten durch eine eigenthiimliche
Methode, welche sehr hiufig zum Nachweise der Theilbarkeit
einer Zahl durch eine andere gebraucht werden kann. In unserm
Falle gestaltet dieselbe sich folgendermaassen.

Ist @’ irgend eine relative Primzahl zu k, so sind (nach §. 18)
die & Zahlen

a', a'a, a'a? ... a'ad-1 4"
simmtlich incongruent; dasselbe gilt von den & Zahlen
a", a"a, a"at... a"ad! )

sobald a” ebenfalls relative Primzahl zu % ist. Jeder solche
Complex, wie 4’ oder A", enthélt d unter einander incongruente
Zahlen, die simmtlich relative Primzahlen gegen %k sind und also
als Reprisentanten von 8 Zahl-Classen in Bezug auf den Modul %
angesehen werden konnen. Gesetzt nun, es findet sich eine und
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dieselbe Zahlclasse in jedem der beiden Complexe A’ und A” ver-
treten, so giebt es zwei Exponenten u’, u” von der Beschaffen-
heit, dass

a'-at' = a"-a#" (mod. k)
ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass
u"” = @', so erhilt man durch Division mit a#’ die Congruenz

o' =a"-at"—#" (mod. k);

und hieraus folgt sogleich, dass jede in A’ enthaltene Zahl o’ - a™
auch einer Zahl von der Form a” - a®, d. h. einer in 4" enthal-
tenen Zahl congruent ist. Wir konnen hieraus schliessen, dass
entweder zwei solche Complexe A’, A” dieselben & Zahlclassen
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig
vertreten ist.

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus § Zahlclassen
bestehenden Complexe von der Form 4', 4” ..., und zwar nur
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich
jede der ¢ (k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu % ent-
halten, in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, ver-
treten sein; ist daher & die Anzahl dieser von einander verschie-
denen Complexe, so muss @ (k) = &0, also @ (k) theilbar durch
d sein, was zu beweisen war.

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folge-
rung; denn erhebt man die Congruenz

¢ =1 (mod. k)
zur sten Potenz, so erhilt man

® =1 (mod. ¥).

§. 128.

Fiir den Fall, dass der Modul % eine Primzahl p ist, wurde
ferner in §. 29 bewiesen, dass zu jedem Divisor & von ¢ (p)=p—1
genau ¢ (0) Zahlen gehoren, die nach dem Modul p incongruent
sind; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi-
tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen @ (p —1) incon-
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p—1 selbst gehoren.
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Wir wollen nun untersuchen, ob dhnliche Gesetze auch fir zu-
sammengesetzte Moduln gelten .

Zunichst beschrinken wir uns auf den Fall, in welchem der
Modul % eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurgel von k
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten ¢ (k) gehort. Dem
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln
schicken wir folgenden Hiilfssatz voraus:

Ist h irgend eine ganze Zahl und m = 1 eine positive ganse
Zahl s0 ist stets

T Q4R =14 k™ (mod ™).

- Man iiberzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der
linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet niémlich
zundchst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschrinkt,

(.l + hpﬂ)P =1 + hpn+l + %(p—l)h’p2"+l (mod.pan ,
und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt,
dass p ungerade, also 1 (p —1) eine ganze Zahl, und ferner, dass
sowohl p37+1 als auch p3% durch p»+?2 theilbar ist.

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Untersu-
chung und nehmen zuniichst einmal an, es existire fiir den Modul
p*+1, wo z=>1 ist, wirklich eine primitive Wurzel g; dann liegt
es nahe zu fragen: zu welchem Exponenten gehért eine solche

Zahl g in Bezug auf den Modul p#? Es sei 0 dieser Exponent,
also

99 =1+ hp™,
8o erhdlt man mit Hiilfe des soeben bewiesenen Satzes
gd‘p 1 (mod pP +l)’
da nun g primitive Wurzel von p7+! ist, so muss dp durch
@ (p?+) = (p—1) p*, und folglich ¢ durch (p —1) p®—1 theil-
bar sein; andererseits muss aber, da g zum Exponenten & in Bezug
auf den Modul p” gehort, nothwendig @(p”) = (p—1)p7*—!
durch & theilbar sein; mithin ist 6 = ¢ (p™), d. h. g ist auch pri-

nmitive Wurzel von p#. Zugleich leuchtet ein, dass die in der
Gleichung '

ge=ve" T =1 4 hp"
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vorkommende Zahl A nicht durch p theilbar sein kann; demn
sonst wire

g‘P—DP"—l = 1 (mod. p7+1),

also g keine primitive Wurzel von p7+1.

Setzt man diese Schliisse weiter fort, so erhilt man zunéchst
das Resultat:

Jede primitive Wurgel g von einer hihern Potenz einer un-.
geraden Primzahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der Zahl
p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass g#—! —1 nicht
durch p? theilbar ist. '

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive
Wurzel von p7, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der
Gleichung

" g("—l)"”—l — l + hp"

vorkommende Zahl A nicht durch p theilbar ist; und wir fragen
jetzt: zu welchem Exponenten gehort diese Zahl g in Bezug auf
den Modul p7#+1? Ist d dieser Exponent, also

9% =1 (mod. p7+1),

so ist auch
g% =1 (mod. p7),

und folglich & theilbar durch ¢ (p7); da aber andererseits-d ein
Divisor von ¢ (p*+1) = po (p™) sein muss, so ist & entweder
= @ (p™), oder = @ (p7™+1); das Erstere ist aber nicht der Fall,
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl A nicht durch p theil-
bar ist; also ist § = ¢ (p7+?), d. h. die Zahl g ist primitive Wur-
zel von p7+1, Zugleich leuchtet aus der Congruenz .

g®—2" = (1 + hp™P =1 + hp™+! (mod. p7+?)
ein, dass die in der-Gleichung
ger—Dp" =1 4 B/pT+1
vorkommende Zahl A’ nicht durch p theilbar ist.

Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das
zweite Resultat:

Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primeahl p, fir
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welche die Differenz gp—1—1 nicht durch p? theilbar ist, ist auch
eine primitive Wurzel aller hohern Potenzen von p.

Um also die Existenz von primitiven Wurzeln g fiir hhere
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen g zu fin-
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive
Wurzeln g von p existiren, fiir welche g#—1 —1, oder, was das-
selbe sagt, fiir welche g» — g nicht durch p? theilbar ist. Dies
geschieht leicht auf folgende Weise. Ist f eine primitive Wurzel
von p, 8o sind alle in der Form

9=r+rp2

enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von p; dann
ist nach dem binomischen Satze

g? = f* (mod. p);
setzen wir daher
fe=f+f'p (mod p?), )
so wird
9* — 9 = p (f'—2) (mod. p?),
und folglich ist g = f + px jedesmal eine primitive Wurzel
aller Potenzen von p, ausgenommen, wenn z = f' (mod. p), also

S+ pz=fr (mod p?

ist. Da nun ¢ (p—1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f
existiren, und aus jeder Zahl f genau (p — 1) in Bezug auf den
Modul p* incongruente Zahlen g — f 4+ pz von der Beschaffen-
heit abgeleitet werden konnen, dass g?P—!—1 nicht durch p?
theilbar wird, so erhalten wir das Resultat:

Die simmtlichen primitiven Wurzeln von hohern Potenzen
einer ungeraden Primzahl p sind die simmilichen Individuen von
(p—1) @ (p — 1) verschiedenen Zuhlclassen in Bezug auf den
Modul p2.

Beispiel: Simmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p — 7
sind in den beiden Reihen 72 + 3, 72 4 5 enthalten; da nun

3"=31, 5"=19 (mod. 49)

ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 72 + 3, 72 + 5
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche = 31 oder = 19
(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen héhern Poten-
zen von 7.
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§ 129.

Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven
Wurzeln g fiir jeden Modul p# nachgewiesen ist, der eine Potenz
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die iibrigen
elementaren Fragen iiber die Potenzreste beantworten. Setzt man
zur Abkiirzung '

P(p™) =c,
so sind die Potenzen
9% 9% 9?-..9°7" (mod p~)
sammtlich incongruent, und bilden daher ein vollstindiges System
incongruenter Zahlen, mit Ausschluss der durch p theilbaren
Zahlen. Ist daher # irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so
existiren stets unendlich viele Exponenten p, die aber nach dem

Modul ¢ siémmtlich einander congruent sind, von der Beschaffen-
heit, dass

n = g7 (mod. p™);
man nennt dann y den Index der Zahl n fiir die Basis g, und
driickt dies in Zeichen so aus

Ind. » =y (mod. ¢);

durchliuft ¥ ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul
¢, 8o durchlduft » ein vollstindiges System von Zahlen, die rela-
tive Primzahlen zu p” und unter einander nach dem Modul p~=
incongruent sind. Fiir die Rechnung mit diesen Indices gelten
dieselben Gesetze, wie die (in §. 30 angegebenen) fiir den Fall
7 =— 1. Wir heben hier besonders hervor, dass

Ind. (1) = 0, Ind. (—1)=1}c (mod. ¢,
und ferner, dass » quadratischer Rest oder Nichtrest von p7 ist,
je nachdem Ind. » gerade oder ungerade ist.

Aus dem Index einer Zahl » ldsst sich leicht der Exponent ¢
bestimmen, zu welchem % in Bezug auf den Modul p” gehort; aus
n = gind-» (mod. p7)

folgt ndmlich

Dirfchlet, Zahlentheorie. 24
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nt = gtd-» (mod. p7);
soll also n* = 1 sein, so muss ¢ Ind.» durch ¢ theilbar, und folg-
lich ¢ ein Multiplum von < sein, wo & den grossten gemeinschaft-

é
lichen Divisor von ¢ und Ind.» bedeutet; die kleinste aller dieser

Zahlen ¢, d. h. der Exponent, zu welchem » gehort, ist daher =%-

Hieraus folgt, dass n stets und nur dann eine primitive
Wurzel von p7 ist, wenn Ind. » relative Primzahl zu ¢ ist; die
Anzahl aller nach dem Modul p7 incongruenten primitiven Wur-
zeln von p7 ist daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen

0,1, 2...¢—1,

welche relative Primzahlen zu ¢ sind, also gleich ¢ (¢()=¢ ¢ (p7),
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem
Schlusssatze des vorigen Paragraphen.

§. 130.

Die Primzahl 2 verhilt sich anders als die ungeraden Prim-

_zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden.

Fiir den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive
Wourzel angesehen werden.

Fiir den Modul 22 = 4 ist 3 = — 1 eine primitive Wurzel;
zu jeder ungeraden Zahl » giebt es einen entsprechenden Expo-
nenten « von der Beschaffenheit, dass

n = (—1)% (mod. 4)
ist; und zwar ist « = 0 (mod. 2), oder = 1 (mod. 2), je nach-
dem % = 1 oder = 3 (mod. 4) ist.
Bis hierher findet also noch véllige Analogie mit den ungera-
den Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 24 betrachtet wird,
in welchem der Exponent 4 = 3 ist, hort dieselbe auf. Es lisst

sich ndmlich zeigen, dass, wenn # irgend eine ungerade Zahl be-
deutet, immer schon

n%9eh — 522=? =1 mod. 2%

ist. In der That ist dieser Satz richtig fir 4 — 3; denn das
Quadrat jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8). Nehmen wir
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ferner an, der Satz sei fiir einen beliebigen Exponenten 1 = 3
schon bewiesen, es sei also

n”'—2 =14 h2",
so folgt hieraus durch Quadriren
n#*~l — 1 4 h2A+1 4 {2222 =1 (mod. 24+1),
d.h. der Satz gilt auch fiir den nichstfolgenden Exponenten 4 4 1.
Er gilt mithin allgemein, da er fir 4 = 3 gilt.

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fillen wenigstens Zahlen
giebt, die zu dem Exponenten }¢(2%) — 24—2 gehéren; man
iiberzeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft fiir jeden
Modul 22 = 8 besitzt. Es ist nimlich

5 =1+ 4 (mod. 8)
52= 14 8 (mod. 16)
5¢=1 + 16 (mod. 32)
58 =1 4 32 (mod. 64)
allgemein
5227 =1 4 24—1 (mod. 23);
also

52*~2 piemals = 1 (mod. 2%),

woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die
Zahl 5 nach dem Modul 2% gehort, kein Divisor von 24—3 gein
kann, und also, da er doch Divisor von 2% —2? sein muss, nothwen-
dig =241 jgt. .

Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkiirzung

i) =22—2=0p
setzt, dass die & Zahlen
50, 51, B2...Bd—1

simmtlich nach dem Modul 2% incongruent sind; dasselbe gilt
von den Zahlen

— 50, — 51, —52,,, — Ho—l

da ferner die erstern simmtlich =1 (mod.4), die letztern simmt-

lich = 3 (mod. 4) sind; so bilden sie zusammengenommen ein

System von ¢ (2*) nach dem Modul 24 incongruenten ungeraden
24.
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Zahlen. Ist daher n irgend eine ungerade Zahl, so kann man
stets

n=(—1)*5° (mod. 2%

setzen, wo « nach dem Modul 2, und § nach dem Modul & voll-
stindig bestimmt ist. Durchlduft « ein vollstindiges Restsystem
in Bezug auf den Modul 2, und g unabhiingig von « ein vollstdn-
diges Restsystem in Bezug auf den Modul 4, so durchliuft » ein
vollstéindiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 2%
incongruent und relative Primzahlen zu 22, d. h. ungerade sind.
Diese beiden Zahlen & und # kann man die Indices der Zahl »
nennen; sie befolgen ganz #hnliche Gesetze, wie die Indices fiir
die frither betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her-
vor, dass » = + 1 oder =+ 3 (mod. 8) ist, je nachdem g gerade
oder ungerade.

Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form,
in welche jede ungerade Zahl » gebracht werden kann, auch noch
fir den Fall 2 — 2 gilt; die Anzahl  der Werthe von g reducirt
gich ndmlich auf 1, und da 5 = 1 (mod. 4), so geht die obige
Form in die friithere » = (—1)¢ (mod. 4) iiber. Fiir eine spitere
Untersuchung ist es sogar zweckmiissig, dieselbe Form der Dar-
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form
924 gquf die Fille 2 — 0 und 4 — 1 auszudehnen; da in denselben
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man « und g
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir daher
a=>b=1, wenn A = 0 oder 4 = 1 ist, in allen andern Fillen
(A = 2) aber a = 2, b = } ¢ (23), so konnen wir sagen, dass der
Ausdruck

n=(—1)%5F (mod. 2"
alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchliuft,
wenn « und B resp. vollstindige Restsysteme in Bezug auf a und
b durchlaufen.

§ 131.

Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl
k=2ipmp'® ...,

wo p, p'. . . von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und
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A, m, =’ ... ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, 4,
auch = 0 sein kann. Ist » irgend eine relative Primzahl zu £,
80 kann man stets

n=(—1)%5" (mod. 2%
n = g7 (mod. p”)
n=g'" (mod. p'™)

setzen, wo g, g’ . . . primitive Wurzeln resp. von p?, p'? ... be-
deuten. Geben wir den Zahlen a, b die im vorigen Paragraphen
festgesetzte Bedeutung, und setzen wir zur Abkiirzung

(™) =c¢, @™ =¢"...,

80 sind die Exponenten oder Indices

’

o, B, v, ¥ ...
vollstéindig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli
a, b, e, ¢ ...,

und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen » nach dem Mo-
dul %, die relative Primzahlen zu % sind. Durchlaufen die Indices
o, B, 7, 7' . .. unabhiéingig von einander ihre a, b, ¢, ¢’'. .. Werthe,
80 durchlduft » simmtliche

abee’ ... = o@(k)

Zahlclassen in Bezug auf den Modul %, welche relative Primzahlen
zu k enthalten.

Sind die Indices e, B8, 7, 7' . . . einer Zahl » bekannt, so ist
es leicht, den Exponenten & zu bestimmen, zu welchem die Zahl
n gehort; denn offenbar ist & das kleinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl » in
Bezug auf die einzelnen Moduli 24, p™, p'®' ... gehdrt. Dieser
Exponent & ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten ge-
meinschaftlichen Vielfachen g der Zahlen a, b, ¢, ¢’... Es kénnen
daher primitive Wurzeln von %, d.h. Zahlen, die zum Exponenten
@ (k) gehoren, nur dann existiren, wenn p = o (k) ist; man iiber-
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul
k = 1, oder = 2, oder = 4, oder eine Potenz einer ungeraden
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Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge-
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fillen immer primitive Wur-
zeln existiren.

Da ferner die Moglichkeit einer binomischen Congruenz von
der Form

z™ = n (mod. %)

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Moglichkeit derselben
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2%, p7, p'7' ...
abhéngt (nach §. 37), so iiberzeugt man sich leicht, dass zur Be-
urtheilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der
Congruenz die Kenntniss der Indices der Zahl » vollstindig aus-
reicht. Die wirkliche Ausfilhrung dieser Untersuchung unter-
driicken wir hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §. 31.
Der Fall m =2 wiirde auf diese Weise behandelt auf das in §.37
gewonnene Resultat zuriickfiihren. Ebenso leicht ist es, den ver-
allgemeinerten Wilson’schen Satz (§. 38) von Neuem zu be-
weisen,




VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithme-

tische Progression, deren erstes Glied und Differenz ganze

Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, unendlich
viele Primzahlen enthélt.

§ 132,

Der allgemeine Beweis dieses Satzes *) stiitzt sich auf die Be-
trachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Form

wo der Buchstabe » alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen
muss, und die reelle oder complexe Function ¢ (n) der Be-
dingung
P(n) v(n') = Pp(nn')

geniigt. Hieraus folgt fir » = %' =1, dass ¢ (1)=1 oder = 0
ist; da aber im letztern Fall ¢ (n) = ¢ (1) ¥ (n) fiir alle Werthe
von # verschwinden wiirde, so nehmen wir immer an, dass ¢ (1)
=1 ist. Wir nehmen ferner an, die Function ¢ (n) sei so be-
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln aller Werthe
¥ (n) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe L einen von der
Anordnung ‘ihrer Glieder unabhingigen endlichen Werth besitzt.
Man iiberzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit der folgenden
Gleichung ‘

1
T—%@© =39, @

wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf
einander folgenden, Primzahlen ¢ bezieht.

I1

*) Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837.
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Zunichst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder
Q) =1, v(@ =24, v@)=22...

enthilt, und die Summe derselben fiir sich einen endlichen Werth
hat, dass der Modulus von ¥ (g) << 1, und folglich

1 .
—_—1 2 e
Ty = Y@ +v@ +
ist. Sind ferner ¢,, ¢;, ¢5 . . . die simmtlichen Primzahlen ¢, wie

gsie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das
Product @ der ersten m Factoren

1 1 R S
1—9() 1—v() 1 —v(gm)’

wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication aus-
fithrt, gleich Z¢ (1), wo die Summation iiber alle die ganzen
positiven Zahlen ! auszudehnen ist, in welchen keine andern
als die Primzahlen ¢,, ¢, ... ¢, aufgehen. Ist daher A irgend
eine positive ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter
den Primzahlen ¢q,, q; ... qn alle diejenigen enthalten sind,
welche << & sind, so enthdlt X4 () alle Glieder der Reihe
Z ¢ (n), in welchen n << h ist, und ausserdem noch unendlich
viele andere, in denen #» > kb ist. Mithin unterscheidet sich
das Product @ von der Summe X (n) um eine Summe von
der Form Xy (n'), in welche aber nur noch Zahlen »' ein-
gehen, welche = 4 sind. Da nun die Summe der Moduln aller
Glieder y (») endlich ist, so kann man k, und also auch m so
gross wihlen, dass die Summe der Moduln aller Glieder ¥ ('),
und folglich auch der Modul der Differenz @ — X9 (n) kleiner
wird als jede vorher gegebene Grosse; d. h. mit unbegrenzt wach-
sendem m nihert sich @ dem Grenzwerth X ¢ (n), was zu bewei-
sen war. )

Ausser diesen Reihen von der Form L — X ¢ (n) haben wir
noch diejenigen Reihen zu betrachten, welche durch die Entwick-
lung ihrer natiirlichen Logarithmen entstehen. Wenn der Modu-
lus von 2z ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich

stiat i Hiatt+ . =lg—,
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und zwar ist der imaginire Bestandtheil des Logarithmen rechter
Hand stets zwischen den Grenzen — } x4 und 4 i =4 zu nebh-
men. Setzt man hierin 2 — ¢ (¢) und fiir ¢ alle Primzahlen, so
erhélt man zufolge der Gleichheit (I)

2@ +32v@)+iZv@)+---=1lgL ()

und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen
bestehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen
unabhiingigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Mo-
duln aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt. Der ima-
ginidre Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller
imagindren Theile der Logarithmen der einzelnen Factoren, aus
denen das obige unendliche Product besteht.

Wir fiigen zu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu.
Ist zunichst ¥ (n) eine reelle Function, so sind alle Factoren des
unendlichen Productes positiv, also ist log L reell, und da die
Reihe log L einen endlichen Werth hat, so ist L ein positiver von
Null verschiedener Werth. Ist aber ¢ (%) imagindr, und ¢'(n)
der jedesmal mit ¥ (n) conjugirte complexe Werth, so ist auch
¥'(n) ¥'(n') = ¢'(nn'), und die iiber alle ganzen positiven
Zahlen n ausgedehnte Summe L' -= X ¢'(n) ist die mit L =
2y (n) conjugirte Zahl. Zugleich wird,

SVYV@Q+iZv@EN+iZv@d)+---=logl,
und zwar ist log L’ conjugirt mit log L, so dass die Summe log L
+ log L' = log (L L") reell wird.

Ist endlich der Werth der Function ¢ fiir alle in einer be-
stimmten Zahl & aufgehenden Primzahlen — 0, so ist ¥ () jedes-
mal — 0, wenn #» keine relative Primzahl zu % ist, und die Glei-
chungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn man n alle relativen

Primzahlen zu %k, und ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen
durchlaufen ldsst.

§ 133.

Es sei nun (wie in § 131) & eine beliebige positive ganze
Zahl, und zwar

k= 2"p"p’”’ cee
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wo p, p' . .. von einander verschiedene ungerade Primzahlen be-
deuten; wir geben ferner den Buchstaben

a, bye,c
ihre frithere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit-
0,1, 00 ...
irgend welche Wurzeln der Gleichungen
6e=1, 0 =1, oc=1, @' =1...

Ist nun # irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative
Primzahl zu %, und sind ihre Indices

o (mod. @), f(mod. d), y(mod. ¢), p'(mod.¢')...,
so geniigt, wie man leicht sieht, der Ausdruck

0°nP 0?0’
n'

¥(n) =

der Bedingung w(n) w(n') = ¥ (nn'); wenn ferner der Exponent
s > 1 ist, was wir im Folgenden annehmen wollen, so ist die
Summe der Moduln #»—* aller Glieder ¢ (») endlich (§. 117), und
folglich gelten die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Para-
graphen

1
Hm):Ew(n):L

Sv@+3iZv@)+3iZ2v@)+---=loglL

in welchen ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen, » alle rela-
tiven Primzahlen zu % durchlaufen muss; beide Reihen haben, so
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhiingige Summen. Wir kénnen hinzufiigen, dass beide Reihen
auch stetige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be-
weisen diese Behauptung fiir alle Werthe von s, welche grosser
als ein beliebiger unechter Bruch ¢ sind, weil hieraus offenbar
die Stetigkeit dieser Reihen fiir alle Werthe von s > 1 (excl. 1)
folgt.

Denkt man sich jede der beiden Reihen L und log L in die

Form % 4 v: gebracht, 80 sind % und v von der Form

gt E+-
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wo die reellen Coefficienten «,, a5, e; . .. ihrem absoluten Werth
nach simmtlich eine endliche Grosse A (=1) nicht iibertreffen.
Um die Stetigkeit einer Function von s innerhalb eines gewissen
Intervalls (s = 6) zu beweisen, geniigt es darzuthun, dass, wie klein
auch eine positive gegebene Grosse o sein mag, die Function
jedesmal in einen ersten und zwar stetigen, und in einen zweiten
Bestandtheil zerlegt werden kann, der innerhalb des ganzen In-
tervalls (s = 6) dem absoluten Werth nach < & ist; denn hieraus
folgt, dass die Grosse einer plotzlichen Werthdnderung der gan-
zen Function, die doch nur von dem zweiten Bestandtheil herriih-
ren kann, kleiner als 2 0, und folglich, da die gegebene Grosse &
beliebig klein sein darf, nothwendig — O sein muss. In unserm
Falle ergiebt sich die Moglichkeit einer solchen Zerlegung auf
folgende Weise; ist » eine beliebige ganze Zahl, so ist die Summe
der ersten n Glieder

(131 2] Cyn

IR T
eine stetige Function; die Summe aller folgenden Glieder ist ihrem
absoluten Werth nach kleiner als

1 1
4 ( ... )
wxtearoy T
und folglich fiir alle Werthe s = 6 auch kleiner als

1 1
AGFoeteroe )
da nun 6 ein unechter Bruch ist, und folglich (nach §. 117) die
Reihe .

et et

convergirt, so kann fiir Jede gegebene Grosse 0 entsprechend n
so gross gewahlt werden, dass

1
a( + )<
(m+1)° (@ + 2)°
wird; hiermit ist fiir jede gegebene Grosse 0 die Moglichkeit einer
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen

Art, und also auch die Stetigkeit der Reihen L und log L fiir
jeden Werth s > 1 nachgewiesen.
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Der Beweis des Satzes iiber die arithmetische Progression
griindet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Rei-
hen L und log L bei unbegrenzter Annéherung des Exponenten
s an den Werth 1. Wir bemerken zunichst, dass diese Reihen je
nach der Wahl der in dem Ausdruck ¢ (n) vorkommenden Ein-
heits-Wurzeln 0, 5, ®, @' ... ein ganz verschiedenes Verhalten
zeigen; da diese Wurzeln resp. a, b, ¢, ¢’. . . verschiedene Werthe
haben kénnen, so sind in der Form L im Ganzen

abee' ... = o)

verschiedene besondere Reihen enthalten; wir theilen diese Reihen
L in drei Classen ein:

In die erste Classe nehmen wir nur eine einzige Reihe I,
auf, und zwar diejenige, in welcher alle Einheits-Wurzeln 9, 7,
@, o' ...den Werth 4 1 haben.

In die zweite Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen L, auf,
in welchen alle Einheits - Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe
<1 haben.

In die dritte Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen L, auf,
L d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits-
Wurzeln imagindr ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls
. gerade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn ent-
'_? spricht eine solche Reihe L; den Wurzeln 6, %, @, @' .. ., so
5 entspricht immer eine zweite solche Reihe L} den Wurzeln 6—1,
! 7—1, @1, @'—1..., und diese beiden Systeme von Wurzeln
sind nicht identisch.

| Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau un-
e tersuchen, wenn der Exponent s = 1 4 ¢ sich dem Werth 1 ni-
| hert, d. h. also, wenn die positive Griosse ¢ unendlich klein wird.

§ 134.

Betrachten wir zunichst das Verhalten der ersten Reihe
1 1
L,=3% o pX nive’

in welcher » alle relativen Primzahlen zu & durchlaufen muss, so
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leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von ¢ (k) Partialreihen
von der Form

1 1 1
et o x e T FepTe T

angesehen werden kann, wo » relative Primzahl zu & und < % ist.
Da nun (nach §. 117) das Product aus einer solchen Reihe und
aus ¢ mit unendlich abnehmendem ¢ sich einem endlichen posi-
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth ndhert, so konnen wir

l
L, = o
setzen, wo ! mit unendlich abnehmendem ¢ sich ebenfalls einem
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nihert.
Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten
und dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhiingige Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre
Glieder ¢ (») so anordnen, dass die Zahlen » ihrer Grosse nach
wachsend auf einander folgen; die so geordneten Reihen L der
zweiten und dritten Classe convergiren dann fir alle positiven
Werthe von s und sind nebst ihren Derivirten auch stetige Func-
tionen des positiven Exponenten s.
Um dies nachzuweisen, betrachten wir zunichst die ganze
rationale Function

f@)=3 0o’ ... o

der Variabelen z, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen
o (k) positiven ganzen Zahlen v bezieht, die relative Primzahlen
zu k und < % sind, und wo e, 8, p, 7' ... die Indices der Zahl
v bedeuten. Setzt man z = 1, so erhilt man

fO=26"9f0?e'? ...,

worin die Indices &, 8, y, 9’ ... unabhiingig von einander voll-
stindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln 4, b, ¢, ¢’ .
durchlaufen miissen; es ist daher

f)=360*29" .2 e?.S e ..
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Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der
zweiten oder dritten Classe, und folglich mindestens eine der Ein-
heitswurzeln 0, 7, @, @' . . . nicht = <+ 1 ist, so ist auch minde-
stens eine der Summen

2 oa, 2 ’Zp, S e?, 2'0"7
gleich Null, und hieraus folgt
f(1) =o.

Mit Hiilfe dieses Resultates kann man nun die oben behaup-
teten Eigenschaften der Reihen I auf verschiedene Arten nach-
weisen. Die eine besteht darin, dass man die Reibe L in ein be-
stimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre eingefiihr-
ten Bezeichnung ist

r@s = j.(log %) - dz

eine fiir alle positiven Werthe von s endliche und stetige Func-
tion von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und
ersetzt man x durch 2%, so ergiebt sich

F(S) f o (10g _)._

und hieraus folgt leicht (dhnlich wie in den §§.103, 105), dass die
Summe der ersten m @ (k) Glieder der Reihe L gleich

ist. Da nun f (a:) eine durch z theilbare ganze Function von z
ist, welche fiir x — 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des gan-
zen Integrationsgebietes der Modulus der Function

f (@)

1 — z*

1
z

unterhalb einer angebbaren endlichen Grosse, und hieraus folgt
leicht, wenn man m unendlich wachsen lisst, dass
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= g L L e 1)

ist. Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche Reihe L
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange-
gebenen Weise geordnet sind, fiir jeden positiven Werth von s
convergirt; beachtet man ferner, dass I'(s) fiir alle positiven Werthe
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die
Derivirte von I'(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck fiir die Reihe L, dass
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von s ist, so
lange s positiv bleibt.

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderm
Wege, nimlich mit Hiilfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung f(1)==0 die
Summe der Coefficienten

0*nfa?e'? ..

von je @ (k) auf einander folgenden Gliedern der Reihe L den
Werth Null hat, so bildet sowohl der reelle als auch der imagi-
nire Bestandtheil der Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie
sie in §. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur ¢ — 0 zu
getzen, und unter g,, g,, 93 . . . die reciproken Werthe der suc-
cessiven Zahlen # zu verstehen, so ergeben sich unmittelbar un-
sere obigen Behauptungen iiber die Convergenz und Stetigkeit
der Reihe L und ihrer Derivirten.

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun, dass jede Reihe L der
zweiten oder dritten Classe, wenn der Exponent s =1 + ¢ ab-
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem véllig
bestimmten endlichen Grenzwerth, nimlich dem Werth

fl @ 4.
J z =y

nihert, welchen die Reihe L bei der oben angegebenen Anord-
nung ihrer Glieder fir s =— 1 annimmt.
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§. 135.

Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor-
stehenden Integrals mit Hiilfe von Logarithmen und Kreisfunctio-
nen darzustellen*); dass aber dieser endliche Grenzwerth einer
Reihe L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden st
— und gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nach-
folgenden Untersuchung — wiirde sich aus diesem Ausdrucke
schwer oder gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem héch-
sten Interesse, dass dieser Nachweis fiir die Reihen L, der zwei-
ten Classe sich mit Hiilfe der Untersuchungen des fiinften Ab-
schnitts iiber die Classenanzahl der quadratischen Formen fiihren
lisst; ja wir konnen hinzufiigen, dass historisch jene Untersuchun-
gen ihren Ausgangspunct an dieser Stelle genommen haben.

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L, der zweiten Classe,
welche den Wurzeln

0=+1, n=*+1, o=+1, o' =+1...

entspricht; es sei P das Product aller der in % aufgehenden un-
geraden Primzahlen p, denen eine negative Wurzel ® = — 1 ent-
spricht, und S das Product der iibrigen in % aufgehenden ungera-
den Primzahlen (falls in der einen oder andern dieser beiden
Gruppen gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S
=1 zu setzen); da nun eine Zahl n quadratischer Rest oder
Nichtrest einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder
ungerade ist (§. 129), so leuchtet ein, dass

(Dy&)'yt o0 == <%)

ist; wenn ferner § =—= — 1, also @ == 2, und k¥ = 0 (mod. 4) ist,
80 sind alle Zahlen # ungerade, und es ist (nach §. 130)

8 = (—1)* = (— 4e-;

*) Bei der wirklichen Ausfihrung der Rechnung durch Zerlegung in
Partialbriiche (dhnlich wie in den §§. 103, 105) wiirde man auf die in der

Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f(r) stossen, wo # irgend |

eine Wurzel der Gleichung 7% = 1 bedeutet.

|
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ebenso, wenn = — 1, also 4 > 1, und & = 0 (mod. 8) ist, so
sind alle Zahlen »n ungerade, und es ist (nach §. 130)

nf = (— 1)# = (— 1)%@—D,

Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach
den vier verschiedenen Zeichencombinationen , % vier verschie-
dene Determinanten D zu betrachten; wir setzen'nimlich, mit ge-
horiger Riicksicht auf das Zeichen + 1:

D=+ PS2=1(mod. 4), wenn =+ 1, n=+1

D=+ PS?=3 (mod. 4), wennl =—1, =41
D=+2PS?2=2 (mod. 8), wenmm=+1, n=—1
D=+2PS?=6 (mod. 8), wenn § = — 1, n=— 1.

Nun sind alle ungeraden Zahlen » auch relative Primzahlen zu
2D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2D sind auch
ungerade Zahlen », und gleichzeitig ist

¢ BuVe! ... — 9he—D pleei—n {1 ___.(2)
0 o¥e'”...=0 n (P) )

ist daher k gerade, so stimmen die simmtlichen Zahlen » mit den
simmtlichen relativen Primzahlen zu 2D iiberein, und es ist

L2—zw(n)—z( )

ist aber k& ungerade, so sind unter den Zahlen » auch gerade Zah-
len; da in diesem Falle aber nothwendig 6 = + 1, =+ 1,
also D = 1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102)

nes @i @k

wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe # nur noch
alle ungeraden relativen Primzahlen zu %, d. h. alle relativen
Primzahlen zu 2 D zu durchlaufen hat.

Um daher zu beweisen, dass die Reihe L, sich einem von
Null verschiedenen Grenzwerth néhert, braucht man dasselbe nur

von der Reihe
D\ 1
2 (?) T

Dirichlet, Zahlentheorie. 25

"’



T

386 Supplement VI.

nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Qua-
dratzahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4),
oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur die ein-
zige Moglichkeit D = 1 (mod. 4); da aber in diesem Fall 6 =
4+ 1, y = + 1 ist, so muss, da L, eine Reihe der zweiten Classe
ist, wenigstens eine der Wurzeln @, @’ . . . = — 1 sein, und folg-
lich P mindestens durch eine ungerade Primzahl p theilbar, also
nicht = 1 sein; mithin ist D in keinem Fall eine Quadratzahl.
Wir haben nun (in §§. 96 und 98) gesehen, dass die Anzahl 4 der
Classen nicht #quivalenter urspriinglicher Formen von der (nicht
quadratischen) Determinante D ein Product aus mehreren Fac-
toren ist, von denen der eine der Grenzwerth der.obigen Reihe
D\ 1
2 (%) w
ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also
h niemals =— 0 ist, und da ferner die iibrigen in dem Ausdruck
von % vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt,
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe L, der zweiten Classe
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was
v zu beweisen war. '
: In dem einfachsten Fall, wo % eine Potenz einer ungeraden
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt

nur eine Reihe
n\ 1
L=3(3)w

der zweiten Classe; in diesem Fall bedarf es nicht der Zuziehung
der Theorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass
der Grenzwerth
n\ 1
(5w

dieser-Reihe von Null verschieden ist; fiir diese Summe haben wir
ndmlich in §.103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben solchen
Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch den Factor

p) (%) m oder X (%—) log sin %‘
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enthilt, je nachdem p = 3 oder = 1 (mod. 4) ist, und wo m alle
Zahlen 1, 2,3 ... (p — 1) durchlaufen muss. Im ersten Fall ist

aber Z'm und folglich auch § (—Zﬁ) m ungerade, also von Null

verschieden; im zweiten Fall ist

_ 1 g Y2V
2( )ogsm og y—sz

wo die ganzen Zahlen y, ¢ der Gleichung y2 — p2? = 4 p genii-

gen; es kann folglich 2, und also auch der vorstehende Ausdruck
nicht = 0 sein.

§. 136.

Um nun dasselbe auch fiir jede Reihe L; der dritten Classe
zu beweisen, addiren wir alle ¢ (k) Gleichungen von der Form

Sv@+iZv@) +32Zv@)+---=1ogL,
welche den verschiedenen Wurzel - Systemen 6, 7, @, @' . .. ent-

sprechen. Bedeutet ¢ irgend eine in % nicht aufgehende Primzahl,
und p irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite

einer jeden solchen Gleichung ein Glied }17 ¥ (¢#), in welchem

11
u qmt
mit dem Coefficienten
0 tpPlarte' 't |,

behaftet ist, wo «, B, 9, ¥’ ... die Indices von ¢ bedeuten. Die
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 6, 7,
o, o' ... entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem

Product
SO S Pl S 07 S e,

wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, ¢, ¢’

verschiedenen Werthe von 6, 9, o, @' . .. bezichen. Bekanntlich -

ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von

einer Gleichung der Form 2™ =— 1 nur dann von Null verschie-
25* ’
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den, und zwar — m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch
m theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von
Null verschieden, und zwar = abec’ .. . = @ (k), wenn die Expo-
nenten ap, B, Y4, p'w ... resp. durch a, b, ¢, ¢' . .. theilbar
sind; da nun ey, fu, yp, p'p ... die Indices von g# sind, so
wird dies nur dann und immer dann eintreten, wenn

¢ =1 (mod.2"), ¢* =1 (mod. p™), ¢* = (mod.p'™) ...,
d. h. also, wenn
g = 1 (mod. k)

ist. Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende
Form annehmen

Lyasl o plsd
AOR PR D e T

=log L, + X log L, + 3 log (L L'%),

- wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f.
sich auf alle die in & nicht aufgehenden Primzahlen ¢ bezieht,
welche resp. den Bedingungen ¢ = 1, ¢2? = 1 (mod. k) u. s. f. Ge-
niige leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste Sum-
menzeichen auf alle Reihen L, der zweiten Classe, das zweite auf
alle verschiedenen Paare L; L’; conjugirter Reihen dritter Classe.
Mit Hiilfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu beweisen, dass
der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine Reihe L, der
dritten Classe nihert, von Null verschieden ist.

Dieser Beweis stiitzt sich auf das schon frither (§. 134) er-
haltene Resultat, dass jede solche Reihe L; fiir alle positiven
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir kénnen daher

Ly = f(s) + iF(s)
L'y=f(s) — iF(s)

setzen, wo f(s), F(s) und die Derivirten f'(s), F'(s) stetige
Functionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der
Grenzwerth von L; = f(1) 4+ ¢F(1) ist, so muss, falls derselbe
= 0 ist, nothwendig f(1) = 0 und F(1) = O sein; hieraus folgt
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung, dass far
jeden Werth s = 1 4 ¢, welcher > 1 ist,

+ ..
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Ly=e {f'(1+09) + iF( + s0)}
Ly=e {£'Q + 8) —iF (1 + cq))

sein wird, wo 0 und & zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit-
hin wird

L= {f(1+ 39 + F(1 +:0)*} = 0B,

wo R (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Dermrten
£'(s), F'(s)] mit unendlich abnehmendem posmven o sich einem
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth

()2 + F (1)

nihert. Hieraus folgt nun
log (L3 L') = — 2 log % + log R,

wo log R mit unendlich abnehmendem g sich entweder einem end-
lichen Grenzwerth nihert oder negativ iiber alle Grenzen wichst,
falls R unendlich klein wird. )

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe
vorhanden, welche gleichzeitig mit ¢ unendlich klein werden, so
ist folglich

Y log (L3 L's) = — 2m log % + t,

wo ¢ jedenfalls nicht positiv iiber alle Grenzen wachsen kann,
sondern entweder endlich bleibt, oder negativ iiber alle Grenzen
wichst; denn da jedes Product Lj; L’; sich einem endlichen nicht
negativen Werth nihert, so kann auch kein Glied log (L3 L's)
positiv iiber alle Grenzen wachsen.

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden
Reihe L, der zweiten Classe von Null verschieden ist, so néhert
sich die Summe :

S log L

der (jedenfalls reellen) Reihen log L, einem endlichen Grenz-
werth.

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product oL, sich
einem endlichen von Null verschiedenen Werth nihert; mit-
hin ist :
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log L, = log % + ¢,

wo t' endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen
Gleichung von der Form

— (@2m—1) log% + T,

wo T mit unendlich abnehmendem ¢ jedenfalls nicht positiv iiber
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe
L, dritter Classe, welche mit ¢ unendlich klein wiirde, d. h. wire
m mindestens — 1, so wiirde die ganze rechte Seite unserer Glei-
chung mit unendlich abnehmendem positiven ¢ negativ unendlich
wachsen. Dies ist aber unmoglich, da die linke Seite fiir alle
Werthe von ¢ positiv bleibt. Mithin ist m = 0, d. h. jede Reihe
der dritten Classe ndhert sich einem von Null verschiedenen
Grenzwerth, was zu beweisen war.

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen logL;,
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man beriicksich-
tigt, dass nach dem frither Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe
sich stetig mit s dndert, so lange s > 1 ist.

§ 137.

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grosse
¢ = s — 1 die Reihe log L, positiv iiber alle Grenzen wichst,
wihrend alle iibrigen Reihen log L sich endlichen Grenzwerthen
ndhern. Mit Hiilfe desselben sind wir im Stande, den Satz iiber
die arithmetische Progression vollstindig zu beweisen.

Es sei ndmlich m irgend eine relative Primzahl zu %, so mul-
tipliciren wir jede der @ (k) Reihen von der Form

Se@ +1Tv@) +iZe@E) +oo =log L,
welche einem bestimmten System von Einheits- Wurzeln 6, 7, @,
o' ... entspricht, mit dem correspondirenden Werth

= =P @7 o'V | =7,

WO @y, B1, 71, 71’ - . . die Indices der Zahl m bedeuten, und ad-
diren alle Producte; dann wird, wenn wieder «, 8, 7, 7' . .. die
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Indices einer bestimmten Primzahl q sind, das Glied
11
w g
den Coefticienten
2 geu—er pBu—Pi GYBTYL Y Ry

erhalten, wo sich das Summenzeichen auf alle ¢ (k) Wurzel-Systeme
. bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus
den einzelnen Summen

T gou—e 3 ﬂﬁ#—ﬂl, ZVt="N Ture—v

in welchen die Buchstaben 6, %, @, @' . . . resp. ihre a, b, ¢, ¢
verschiedenen Werthe durchlaufen miissen; dieser Coefficient
wird folglich nur dann von Null verschieden, und zwar —abcc ...
= ¢ (k) sein, wenn die Exponenten ay — «,, fpu — B, ytb—7%1,
P'w—7py ... resp. durch a, b, ¢, ¢’ . .. theilbar sind, d. h. wenn

q" = m (mod. k)

ist. Die Summation aller Producte y log L giebt daher das Re-
sultat

+i2

q3‘+...

¢(k){2—+12q,,
=Y glog L,

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzei-
chen u. 8. f. sich auf alle Primzahlen ¢ bezieht, welche resp. den
Bedingungen ¢ = m, ¢? = m, ¢®* = m (mod. k) u. s. f. geniigen,
wihrend das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die
sammtlichen ¢ (k) verschiedenen Wurzel - Systeme 6, 7, @, @
bezieht. Bezeichnet man nun mit 2 alle positiven ganzen Zahlen
mit Ausnahme von 1, so ist offenbar

LT :

+}2q—;,+"'=0

q 3 8
kleiner als

D D

wo in jeder Summe 2 alle seine Werthe durchlduft; da nun, so-
bald 2z = 2, immer
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ist, 8o ergiebt sich
1
Q<2 2
wihrend daher s abnehmend sich dem Werthe 1 ndhert, bleibt @
fortwihrend unterhalb einer endlichen Grosse. Da ferner alle
Glieder g log L sich endlichen Grenzwerthen nihern, mit Aus-
nahme des einzigen Gliedes log L,, welches iiber alle Grenzen
wiichst, 80 muss auch die Summe

1
>
iiber alle Grenzen wachsen; dies wiire aber nicht mdglich, wenn
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestinde,
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen ¢ geben, welche
= m (mod. k) sind; d. h. also:
Jede wunbegrenzte arithmetische Progression kx + m, deren
Anfangsglied m und Differenz k relative Primzahlen sind, enthdlt
unendlich viele positive Primzahlen q*).

¥) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit com-
plexen Coefficienten, sowie auf quadratische Formen siehe: Abhandlungen
der Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatsbericht der Berliner
Akademie (Mirz 1840) oder Crelle’s Journal XXI; Comptes rendus der Pa-
riser Akademie 1840, T. X, p. 285.



VII. Ueber einige Sitze aus der Theorie der Kreis-
theilung.

§. 138.

Sind p, p’, p” ... positive und von einander verschiedene
Primzahlen, so stimmen (nach §. 9) die Glieder des entwickelten
Productes

+D)E'+D)E"'+DH ...

mit den simmtlichen Divisoren des Productes
P=pp'p" ..

iiberein; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die

Entwicklung des Productes

p—DO —DH@"—1 ...,

aber die eine Hilfte derselben wird mit positivem, die andere mit
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die erstern mit ¢,
die letztern mit d; bezeichnen, so dass

p—DE—-—D@E"—1---=28 — 34,

wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der
erstern gehort. Ist nun & irgend ein Divisor von P, aber << P,
so ldsst sich leicht zeigen, dass die Anzahl der durch & theilba-
ren Zahlen 0, genau_ gleich der Anzahl der durch & theilbaren
Zahlen 8, ist. Denn wenn man mit ¢, ¢', ¢” . . . alle diejenigen
Primfactoren von P bezeichnet, welche nicht in § aufgehen, so
stimmen die durch & theilbaren Zahlen 9; und 8, resp. mit den
positiven und negativen Gliedern des entwickelten Productes

d@—1D@—-H@E -1 ...
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iiberein, und da 0 << P ist, also mindestens eine solche Primzahl
q vorhanden ist, so ist die Anzahl der positiven Glieder dieses
Productes genau gleich der Anzahl der negativen.

Dieser Satz lisst sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m
irgend eine positive ganze Zahl > 1, und sind p, p’, p” ... die
simmtlichen von einander verschiedenen in m aufgehenden posi-
tiven Primzahlen, so kann man

1 1 1 | .
m(1—2)(1=2) (1= 5) =2 - X
< P I’y ) (3 uw

setzen, wo mit g, und g, resp. alle positiven und negativen Glie-
der des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind. Be-
bélt man die vorhergehenden Bezeichnungen bei, so stimmen of-
fenbar die Zahlen g, und p, resp. mit den Zahlen m’'d, und
m'd4 iiberein, wenn zur Abkiirzung m — m'P gesetzt wird. Be-
deutet nun w irgend einen Divisor von m, mit Ausnahme von m
selbst, so folgt hieraus wieder, dass unter den Zahlen w, ebenso
viele durch u theilbar sein werden, wie unter den Zahlen g,
Denn, wenn w' der grosste gemeinschaftliche Divisor von g und
m' ist, so kann man g — u’'d setzen, wo & nothwendig ein Divi-
sor von P, und zwar <" P sein muss; und da eine Zahl g, —=m'd,
oder wy = m’d, stets und nur dann durch p = p'd theilbar ist,
sobald resp. 0, oder &, durch & theilbar ist, so ergiebt sich in
der That, dass die Anzahl der durch ¢ theilbaren Zahlen wu, ge-
nau gleich der Anzahl der durch g theilbaren Zahlen u, ist.
Von dieser Eigenschaft der Zahlen x, und g, kann man viel-
fache Anwendungen machen. Hingen z.B. zwei Functionen f (m)
und F' (m) einer beliebigen ganzen Zahl m durch eine der beiden

Relationen
2f(w) = F(m)
oder
[1f(w) = F(m)
zusammen, wo das Summen- oder Productzeichen sich jedesmal

auf alle Divisoren g (incl. m) der Zahl m bezwht so folgt daraus
resp. die Umkehrung :

f(m) = 3 F(p1) — ZF(u,y)
oder 0r
—_ (!"1)
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wo die Summen - oder Productzeichen sich auf alle Werthe von
g, oder auf alle Werthe von u, beziehen; denn ersetzt man rechts
jeden Werth F(g,) und F(u,;) durch die Summe oder das Pro-
duct der Werthe f(u), die den sdammtlichen Divisoren g von g,
oder w, entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschaft
der Zahlen u,, pu; alle Werthe f(u) sich aufheben, in welchen p
< m ist, und es wird allein der Werth f(m) zuriickbleiben.

Als Beispiel wihlen wir die Aufgabe, die Anzahl ¢ (m) der
ganzen Zahlen zu bestimmen, welche relative Primzahlen zu m
und nicht grosser als m sind; aus dieser Definition der Function
@ (m) ist in §. 13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass

2o =m

ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren g von m be-
zieht; setzen wir daher F'(m) — m, so ergiebt sich umgekehrt

o(m) =T u, — I p,g,

q’(m}=M(l——11—,><l—l%)<l—pl,, -

diese Function ist daher durch den Satz des §. 13 schon voll-
stindig charakterisirt. ’

also

Ein anderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func-
tion f(m) = p, sobald die Zahl m eine Potenz einer Primzahl p
ist, dagegen — 1, so oft m — 1 oder durch mehrere verschiedene
Primzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass

[If(w) =m

ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren u von m be-
zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der
Quotient

Mu,
[T, =f(m)’

also nur dann von 1 verschieden ist, wenn m eine Potenz einer
Primzahl ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser
Primzahl.
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§. 139.

'Die simmtlichen Wurzeln ¢ der Gleichung
zm =1 m
sind bekanntlich in der Form enthalten

2nxm
9 = cos

.. 2nm
+ ¢sin “m
wo n irgend ein vollstindiges Restsystem (mod. m) durchlaufen

muss. )
Ist » relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen

1, ¢, 02... 0™

simmtlich ungleich, und sie bilden die simmtlichen Wurzeln der
obigen Gleichung (1); ¢ heisst in diesem Fall eine primitive
Wurzel dieser Gleichung, und die Anzahl dieser primitiven Wur-
zeln ist offenbar — ¢ (m). Ist allgemeiner v der grosste ge-
meinschaftliche Divisor von » und m = pv, so ist ¢ eine primi-
tive Wurzel der Gleichung

¥ =1 (2)
und da umgekehrt jede Wurzel der letztern Gleichung (2) auch
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die
simmtlichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen
primitiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den simmt-
lichen Divisoren u der Zahl m entsprechen. Bezeichnet man

daher mit ¢’ alle @ («) primitiven Wurzeln der Gleichung (2),
und setzt

f@) =11 (& — e

wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln ¢’ bezieht, so ist

[Nf(w) =z2zm—1,

wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren u der Zahl m be-
zieht; durch Umkehrung dieser fiir jede Zahl m geltenden Rels-
tion erbélt man nach dem vorhergehenden Paragraphen

I (" —1)

. fm) = ma
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woraus folgt, dass die Coefficienten der Function f (m) sammtllch
ganze rationale Zahlen sind.

Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem
m= P — pp'p" ... eine ungerade und durch kein Quadrat
theilbare ganze Zahl > 1 ist. Dann wird

B =@—DE'—1D@E"—1D...=3p1— 2t

eine gerade Zahl, die wir mit 2z bezeichnen wollen, und die
saimmtlichen 2 ¢ relativen Primzahlen zu P, welche < P sind, zer-
fallen in = Zahlen @ und in 7z Zahlen & von der Beschaffenheit,

ENC RO

ist (3. 52. L. oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher

2,‘ 2ne

J— JE— P
0 = cosP+zsmP_e

und
A@) =II(z — 0%, B(x) =1I (z — 0%,
so wird
[T (x4 — 1)
A(z) B(z) = Tem—1)

und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficien-
ten der Functionen A4 (z), B (x) bestimmen,

Zu diesem Zweck erinnern wir zunichst an die Newton’schen
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Glei-
chung die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und um-
gekehrt aus diesen jene abzuleiten. Es seien

Wy, Wy « oo Wy
die Wurzeln einer Gleichung
zm 4 ¢ x™~! + gz 4+ -+ ¢p=0,
und
S =w} + wi + -+ + w},

so lauten diese Formeln bekanntlich folgendermaassen:



398 Supplement VTI.
Si4+¢,=0
Sy 4+ ¢8 +2¢,=0
S; + ¢ 8 +¢,8 + 3¢3=0

Sn+c1Sm1+ e28m—24 -+ en1Si + men, =0.
Aus der Form derselben geht hervor, dass S,, S; ... S,
ganze rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten ¢,

¢y ...Cn sammtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir
dies auf die Gleichung

I1 (zer — 1)

an, so ergiebt sich, dass
Si= X 0% 4 3 6%

fiir jeden Werth £ =1, 2, 3 ... eine ganze Zabhl ist. Anderer-
seits ist nun (Supplemente §. 116)

S fat — 3 hok — (jk)_) =2 Yp,
und folglich A
0= (5 () e ve)

30 = (s () me-v),

hiermit sind die Summen der kten Potenzen der Wurzeln von
jeder der beiden Gleichungen

A@) =0, B(x)=0

gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalitit enthalten
als die Quadratwurzel

i%e—ns VP

so gilt zufolge der Newton’schen Formeln dasselbe von simmt-
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur
durch das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unter-
scheiden, d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen
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y —2i%®=0* VP und y 4 zi%®=0* VP

haben, wo y und # rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner
behaupten, dass y und 2 entweder ganze Zahlen oder Briiche mit
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton’schen For-
meln nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Be-
hauptung anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren hochster
Coefficient — 1, und deren iibrige Coefficienten ganze rationale
Zahlen sind, eine primire Gleichung nennen; dann iiberzeugt man
sich leicht, dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von
primiren Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln
von primiren Gleichungen sind; da nun 6 die Wurzel einer pri-
miren Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der
Functionen 4 (z) und B (z) und folglich auch von

2y und 2z:%®—1* VP,
und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2y und 2 2
ganze Zahlen sein miissen.
Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich-

zeitig

24(x) = Y (&) — Z(x)iu®—1* VP

2B(z) = Y(z) + Z(@)s%®—* VP
setzen kann, wo Y (z) und Z(z) ganze Functionen bedeuten, de-
ren simmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind *).

Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander, so er-
hélt man

. — 1 , [T (xtr — 1)
Y(@)? — (T) P Z@) =4y i

§. 140,
Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hilfte

der Coefficienten von Y (z) und Z(z) zu berechnen braucht. Es
ist ndmlich

z4(g) =10 —02) = (= )* 6> [l @—8-9)

*) Disquisitiones Arithmeticae art. 857.
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1
xtB(Z) =010 —-02)= (=) 0% 1 (z—6-2

nun ist, je nachdem P = 1, oder P = 3 (mod. 4) ist,

(%) = + 1, oder (_Tl> =—1,
und folglich |
M(z—0-9=A(@), Il (x — 6—%) = B()
oder
0@ —6-=B@, 1@ — 0= A@);

ist ferner P nicht — 3, also = > 1, so existirt unter den Zahlen
a eine von 1 verschiedene Zahl a’, und da die Reste der Pro-
ducte aa’ mit den Zahlen @, und die Reste der Producte ba’ mit
den Zahlen & im Complex iibereinstimmen, so ist

o' Sa=3a, a' b= 3 b (mod. P)
und folglich
Sa=0, Ib=0(mod P),
also
0% — 1, 6%° = 1.
Mithin ergiebt sich (da = gerade, sobald P = 1 (mod. 4))
' A@@) =274 (%)

1\ [» Wenn P=1(mod. 4)

B(z) = 2*B (;)
und, mit Ausnahme von P — 3,

A(z) = (—2)*B (%

B(x) = (—=x)T4A (%)

und hieraus

, wenn P =3 (mod.4),

— oty (L
Y() =2°Y (;lc) , wenn P =1 (mod.4)
2@ == 7(3)
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und, mit Ausnahme von P = 3,

Y@ =~ ¥ (3
3 ’ (T> , wenn P = 3 (mod. 4).
Z@) =22 (E>

Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der Func-
tionen Y (z) und Z(2).

Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden Func-
tionen

Y(@)=yoz® + 4,271 + -+ + yo

Z(z) =2, + 8,271 4+ oo 4 24
geschieht nun auf folgende Art. Zuerst bildet man die Potenz-
summen

S = S0 + 3w

fir k=1, 2, 3 ... bis zu }r oder }(r— 1), je nachdem z ge-
rade oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen-dadurch ge-
schehen, dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function

II (@# — 1)

IT (z#s — 1)
vom hochsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt,
und dann die Newton’schen Formeln anwendet; indessen hilt es
nicht schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im
§. 138 bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen w, und g, be-
ruhen, folgende Regel abzuleiten: es sei @ der grosste gemein-
schaftliche Divisor von & und P = Q R und r die Anzahl der in
R aufgehenden Primzahlen, so ist *)

8= (—1) (@)

*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m — m’P eine beliebige po-
sitive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in
m aufgehenden Primzahlen, und S die Summe der kten Potenzen aller pri-
mitiven Wurzeln der Gleichung #m = 1, so ist S = 0, so oft % nicht
durch m' theilbar ist; ist aber £ = m'K, ferner @ der grdsste gemein-
schaftliche Divisor von K und P = QR, und r die Anzahl der in R auf-
gehenden Primzahlen, so ist

Se=(—1)r m'p(Q:
Dirichlet, Zahlentheorie. 26
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Nachdem diese Werthe S, gefunden sind, erhilt man die Coeffi-
cienten der Functionen Y (z) und Z(z) durch die beiden aus den
Newton’schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen

Qkyk =

2kZ‘- ==

—[Sew0 + Sicimn + -+ + Biyas
LGBt (e ()]
S(CISIC OIS

—[Sx 2o+ Seren+ - + 5, 31:-—1]a

wenn man noch beriicksichtigt, dass

ist.

Yo=—2, 20=0

*

Beispiel 1: P = 3; in diesem Fall miissen alle Coefficienten
berechnet werden; da

= ()=

ist, so erhilt man

1
2y =— 8190 =2, 251=<?)3/o=2a

und folglich

Y(@)=2z+1, Z(@) =1

Beispiel 2: P = 5; v = 2; da wieder

1
S):—l, (T))=1

ist, so erhilt man auch wieder

Yp=1, 2, =1,

und folglich

Y@)=222+2+4+2, Z(2) ==

Beispiel 3: P—=15 = 8 . 5; v — 4; hier ist

s=si=n (B =(=r G-
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und folglich erhilt man successive

Yy=—1, 2, =1
und

Yyg=—4, 29 = 0;
also ist

Y (@) =224 —23% — 422 — g + 2, Z (%) = 2% — z.



VIII. Ueber die Pell’'sche Gleichung.

§ 141.

Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstin-
diges Quadrat ist, so ist in §. 83 durch die Betrachtung der Pe-
rioden von reducirten quadratischen Formen, die zur Determi-
nante D gehoren, nachgewiesen, dass die Pell’'sche oder Fermat-
sche Gleichung

t? — Dur=1

immer unendlich viele Losungen in ganzen positiven Zahlen ¢, u
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche
alle diese Losungen gefunden werden konnen. Es hat durchaus
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen
Losungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist,
dass wirklich eine Liosung existirt, in welcher # von Null verschie-
den ist (§. 85); Lagrange gebiihrt das Verdienst, durch Einfiih-
rung neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierigkeit
zuerst vollstéindig iiberwunden zu haben*), und diese Principien
sind spéter in hohem Grade verallgemeinert**). Wir wollen des-
halb hier noch einen Beweis der Losbarkeit der Pell’'schen Glei-
chung mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grund-
lage beruht.

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache,

*) Siehe die Zusitze zu der franzésischen Ausgabe von Euler’s Algebrs
§§. I, VII. :

**) Vergl. drei Abhandlungen von Dirichlet in den Monatsberichten
der Berliner Akademie vom October 1841, April 1842, Mirz 1846; ferner
die Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, T. X, p. 286—288.
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dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen z, y existi-
ren, fiir welche, abgesehen vom Vorzeichen,

2?2 — Dyr1 <1+ 2VD
ist; man iiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie

der Kettenbriiche den Satz entlehnt, dass jeder Ndherungswerth

%, den man durch Entwickelung einer Grosse @ in einen Ketten-

bruch erhélt, um weniger als — von ® verschieden ist; nimmt

man also @ = VD, so giebt es, da VD irrational ist, unendlich
viele solche Zahlenpaare z, y, von der Beschaffenheit, dass, abge-
sehen vom Vorzeichen,

x 1
T _Vp< L
| 7 VD < 57
ist; man kann daher
x —yVD = %

getzen, wo 0 einen positiven oder negativen echten Bruch bedeu-
tet. Hieraus folgt

und durch Multiplication
x?——Dy’=Z—:- +20VD <1+ 2VD.

Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbriiche zu ent-
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem andern und zwar
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive
ganze Zahl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m + 1
Werthe

0,1 2 ... (m—1), m

bei, und bestimmen fiir jeden dieser Werthe die zugehorige ganze
Zahl z durch die Bedingung

o<z—yVD<1,

welche offenbar jedesmal durch eine, und nur durch eine ganze
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Zahl z erfiillt wird. Theilen wir nun das Intervall von 0 bis 1 in

m gleiche Intervalle von der Grosse ’l” , welche durch die Werthe

1 2 m—1

" w m m
begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m + 1 der Zahlenpaare
x, y grosser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von
den Werthen 2 — y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer-
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe

mit 2/ — 4’V D und z” — y"VD; dann ist, abgesehen vom Vor-
zeichen, ihr Unterschied

z—yVD=@'—2")— ' —y") VD < 5,
und da y’, y” nicht negativ und < m sind, so ist (abgeseheﬁ vom

Vorzeichen) auch y = y’' — y” < m; setzt man nun

x—yVD=%,

wo 0 einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet, so er-
hilt man wie oben

é
z + yVD='7 + 29yVD
42 240
3 __ —_— —
' — Dy = — + =YD,
und hieraus wieder, da y absolut genommen < m ist,

z?1 — Dyr <1+ 2VD.

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare z, y
existiren, ergiebt sich auf folgende Weise. Da y’ und y” zwei
ungleiche ganze Zahlen waren, so ist y = y' — y” von Null ver-
schieden, und folglich auch x—yVD von Null verschieden, weil

VD irrational ist; sind daher schon beliebig viele solche Zahlen-
paare z, y gefunden, so kann man immer die ganze Zahl s so

gross nehmen, dass% kleiner wird als der kleinste der bisher
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gefundenen Werthe # — y VD; fiir diese Zahl m erhilt man aber
auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar z, y von der

Beschaffenheit, dass 2 — y VD < ,-1; und folglich auch kleiner

als alle frither gefundenen Werthe z — y VD wird, woraus folgt,
dass dieses Zahlenpaar z, y von den frithern verschieden ist; mit-
hin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt.

§ 142.

Mit Hiilfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen z, y existiren, fiir welche der absolute Werth
von z2 — Dy? << 1 + 2 VD und von Null verschieden wird, lisst
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung 2 — Du? — 1 im-
mer in ganzen Zahlen £, 4 losbar ist, und zwar so, dass u von
Null verschieden ausfdllt.

Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche, abgesehen vom Vor-
zeichen << 1 4 2 VD sind, endlich ist, so muss der Ausdruck
z? — Dy? fiir unendlich viele Zahlenpaare z, y einer und dersel-
ben (von Null verschiedenen) Zahl & gleich werden; da ferner
die Anzahl der verschiedenen Paare von Resten, welche zwei Zah-
len z, y (mod. k) lassen konnen, endlich, nimlich — k2 ist, so
leuchtet ebenso ein, dass unter den unendlich vielen Zahlenpaaren
z, 4y, fiir welche

z?— Dy =%
wird, auch wieder unendlich viele Paare z, y sich finden miissen,
in welchen
z=a y = (mod. k)
ist, wo @, B zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind nun 2’, ' und
z", y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist gleichzeitig
' — Dy't=2"3— Dy"2=1Fk
und
z'=z" y' = y" (mod. k),

80 bilden wir das Product
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z+yVD=@ —y' VD) @ +y"VD),

indem wir
z==z'a" — Dy'y", y==2z'y" —y'z"
setzen; dann ist gleichzeitig
z—yVD =@+ y'VD) " —y" VD),
und hieraus ergiebt sich durch Multiplication
z2? — Dy? = (z'? — Dy'?) (2"?* — Dy"?) = k2.
Da nun ausserdem '
z=2za'2" — Dy'y" = 0 (mod. k)
y=2'y" — y'z" = (mod. k)
ist, so konnen wir

z =tk, y = uk

setzen, wo ¢, u ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung
t? — Duz=1

geniigen; und zwar diirfen wir annehmen, dass % von Null ver-
schieden ist; denn aus

y=2z'y" —y'z" =0 1
z"3 — Dy"’ —_ '3 — Dy' =k
ergiebt sich
=ty =ty

da aber unendlich viele solche Zahlenpaare z’, ¥’ und z", y” exi-
stiren, so konnen wir auch immer zwei solche auswidhlen, dass
z", y" verschieden von + z', + y’, und folglich « von Null ver-
schieden ausfillt.

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Lo-
sung ¢, 4 der vorstehenden Pell’schen Gleichung existirt, in wel-
cher  von Null verschieden ist.

Hieraus ldsst sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hiilfe
der Theorie der reducirten Formen, zeigen, dass alle Auflosungen
t, u sich aus der Gleichung

t+uVD=+ (T+ UVD)"
ergeben, wo 7, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeu-



Pell’sche Gleichung. 409

ten, die der Gleichung geniigen, und der Exponent # alle positiven
und negativen ganzen Zahlen durchliuft. Nur in der einen Be-
ziehung bleibt diese Theorie der Pell’schen Gleichung unvollstén-
dig, dass aus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste po-
sitive Auflosung 7, U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso
zur Beurtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch
der Darstellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theo-
rie der reducirten Formen unentbehrlich.




IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger unend-
lichen Reihen.

§. 143.

Die Methode, welche in §. 101 angewendet ist, um die Con-
vergenz und Stetigkeit der Reihe

%1 o, %2 ) %, .
ntantant

zu beweisen, lisst sich leicht auf Reihen von der allgemeineren
Form

A=uo019" + a29)* + 0395* + - -~
iibertragen, wo g, gz, gs . . . positive Grossen bedeuten, welche,
wenigstens von einer bestimmten Stelle ab, fortwihrend abnehmen
und zuletzt unendlich klein werden; man erhilt auf diese Weise
folgenden Satz:

Wenn fiir einen bestimmien Werth s=— 6 die Summe von noch
so vielen auf einander folgenden Gliedern der Reihe A threm ab-
soluten Werth nach stets kleiner als ein bestimmter endlicher Werth
C bleibt, so convergirt die Reihe A fiir alle Werthe s 6 (excl. 6),
und sie ist nebst allen thren Derivirten eine stetige Function von s.

Um dies zu beweisen, setze man s — ¢ 4 7, wo also r eine
positive Grosse ist, ferner

Br = “191“ + “a!ha + -4 angnaa
und vergleiche die Reihe A mit der folgenden
B=p(g"—9")+ b(g"— &)+ -+

80 findet man, dass die Summen der % ersten Glieder beider Reihen
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sich um die Grosse B,gn41 von einander unterscheiden, welche,
da B, (absolut genommen) stets << C, und r positiv ist, mit unend-
lich wachsendem # unendlich klein wird, weil g, 41 ebenfalls un-
endlich klein wird. Die Reihe A wird daher mit der Reihe B
gleichzeitig convergiren, oder mit ihr divergiren, und im erstern
Falle haben beide Reihen denselben Werth; wir brauchen daher
nur noch die Reihe B zu betrachten.

Nimmt man » so gross, dass die Werthe g, 41, gu+2... fort=
wiahrend abnehmen, dass also die Differenzen

¢ r r r
In+1 — 9n+2y GIn+t2 — GIn+3 - -

simmtlich positiv sind, so ergiebt sich, dass die Summe von be-
liebig vielen, auf die » ersten folgenden, Gliedern der Reihe B
(absolut genommen) << Cgy 4, ist und folglich durch die Wahl
eines hinreichend grossen Werthes n beliebig klein gemacht wer-
den kann. Mithin convergirt die Reihe B, und folglich auch die
Reihe A fiir jeden positiven Werth 7, d. b. fiir jeden Werth s> ¢,
Um ferner die Stetigkeit dieser Reihen fiir alle diese Werthe von
s oder r zu beweisen, geniigt es, alle Werthe » zu betrachten,
welche = ¢ sind, wo g irgend ein beliebig angenommener positi-
ver Werth ist. Fiir alle diese Werthe ist nun die Summe aller
auf die n ersten folgenden Glieder der Reihe B (absolut genom-
men) < Cg, +1, also auch << Cg§, wihrend die Summe der =
ersten Glieder sich stetig mit s oder » #indert; da also durch eine
zweckmissige Zerlegung der Reihe B in zwei Bestandtheile, d. h.
durch die Wahl eines hinreichend grossen n, der zweite Bestand-
theil fiir alle in Betracht kommenden Werthe # kleiner als irgend
eine gegebene Griosse gemacht werden kann, wihrend der erste
Bestandtheil seiner Natur nach stetig ist, so ist auch die ganze
Reihe B, und also auch die Reihe 4, eine stetige Function von
s = 6 4 r, 80 lange 7 positiv ist.

Um dieselben Behauptungen auch fiir die Derivirten der Reihe
A zu beweisen, betrachten wir die Reihe

A' = o19,*log g, + egstloggs + @sgstloggs + - - -,

deren einzelne Glieder die Derivirten von den entsprechenden
Gliedern der Reihe A4 sind, und vergleichen sie mit der Reihe

B' = B, (91" loggs — ga"10g gs) + B;(9:"10gga—gs" loggs) +--+,



B T ]

412 Supplement IX.

welche auf dieselbe Weise aus der Reihe B entsteht. Bedenkt
man nun, dass die Function z"log # der positiven Variabeln z,
sobald <1 und (14 logz) negativ geworden ist, ebenfalls ne-
gativ wird, dem absoluten Werthe nach gleichzeitig mit 2 abnimmt
und unendlich klein wird, so erkennt man leicht, dass alle im
Vorhergehenden fiir die Reihen 4 und B bewiesenen Behaup-
tungen sich auf die Reihen 4’ und B’ iibertragen lassen; beide
Reihen convergiren fiir jeden positiven Werth von 7, haben gleiche
Summen und bilden eine stetige Function von » oder s = 6 + r.
Es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass d B = B'dr,
oder, was dasselbe sagt, dass das Integral

J = fB’dr,
0

dessen untere Grenze g ein beliebig gewihlter positiver Werth
< rist, = B— R ist, wo R den Werth der Reihe B fiir r = ¢
bedeutet. Zerlegt man nun B’ in zwei Bestandtheile B’, und 98/,
von denen der erstere die Summe der n ersten Glieder der Reihe
B’ ist, so wird

_ J=Bn—Rn+f'%,ndra ‘
¢

wo B, und R, resp. die Summen der % ersten Glieder der Reihen 1
B und R bedeuten. Da ferner, wenn » hinreichend gross ge-
nommen wird, der Bestandtheil $B', innerhalb des ganzen Inte-
grationsgebietes absolut genommen < Cg§ logg,., und folglich

f:‘B’,.dr<0(r—9)gS logg.
e

ist, so leuchtet ein, dass der Unterschied zwischen dem Integrale
J und der Differenz (B, — R,) mit unendlich wachsendem n un-
endlich klein wird, und dass folglich J =B — R ist, was zu be-
weisen war.

In derselben Weise kann man auch den Beweis fiir die De-
rivirten hoherer Ordnung fithren.
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§ 144.

Wir fiigen zum Schluss noch einige Bemerkungen iiber Rei-
hen von der Form 4 oder B hinzu. Im vorhergehenden Para-
graphen war angenommen, dass die positiven Grossen gy, g5, gs - -
von einer bestimmten Stelle ab fortwihrend abnehmen und zuletzt
unendlich klein werden. Giebt man diese letztere Voraussetzung
auf, nimmt man aber immer noch an, dass diese Gréssen von
einer bestimmten Stelle ab fortwiihrend abnehmen, so muss g, mit
unendlich wachsendem # sich einem bestimmten Grenzwerth
nihern, den wir mit g bezeichnen wollen.

Nehmen wir nun wieder an, dass B, seinem absoluten Werth
nach stets << C bleibt, so ist die Summe von beliebig vielen, auf
die n ersten folgenden, Gliedern der Reihe B absolut genommen
< C(gn—9g"), und folglich convergirt auch jetzt noch die Reihe
B fiir jeden positiven Werth von », und sie ist nebst ihren Deri-
virten eine stetige Function von 7. Die Reihe 4 dagegen wird
fiir positive Werthe von , d. h. fir Werthe s > ¢ stets und nur
dann convergiren, wenn sie fiir r = 0, d. h. fiir s = 6 conver-
girt, also, wenn 8, mit unendlich wachsendem # sich einem Grenz-
werth § nabert; und zwar ist dann A —= B + Bgr (hierin ist
offenbar das friihere Resultat enthalten, wenn g = 0 ist). Unter
dieser Voraussetzung, dass die Reihe 4 auch noch fiir s=¢6 con-
vergirt, dass also B, mit unendlich wachsendem #» sich einem
Grenzwerth 8 nihert, ist es von Interesse, das Verhalten der
Reihen A4 und B bei unendlichem Abnehmen der positiven Grosse
r zu untersuchen. Sind g’ und B” zwei beliebige Werthe, aber
so beschaffen, dass g’ << g << B” ist, so kann man » immer so
gross wahlen, dass fiir dieses » und alle noch grossern Werthe
B' << Bn << B" wird; es wird dann die Summe aller Glieder der
Reihe B von dem nten ab zwischen den Werthen #'(g;, —g") und
8" (9n— g") liegen, und da dieSumme der » ersten Glieder gleich-
zeitig mit » unendlich klein wird, so ergiebt sich leicht, dass die
Reihe B sich dem Grenzwerth 8 oder dem Grenzwerth Null
nahern wird, je nachdem g — 0 oder von Null verschieden ist;
da ferner der Werth der Reihe B, welcher dem Werth » — 0 ent-
spricht, ebenfalls — 0 ist, so leuchtet ein, dass die Reihe B an
dieser Stelle nur dann unstetig ist, wenn gleichzeitig ¢ = 0 und

26*
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ieden ist. Dagegen ergiebt sich aus der Glei-
Bgr, dass die Reihe 4 sich in allen Fillen dem
lert und folglich auch noch an dieser Stelle

adlich noch den folgenden in § 91 benutzten
irt die Reihe A fiir einen bestimmten Werth
h auch fiir jeden Werth s> ¢, und sind die
isen gy, g, g3 - . . echte Briiche, so wird so-
von A, als der von B mit unendlich wach-
s unendlich klein. Um sich hiervon zu iiber-
nan nur zu bedenken, dass, wenn die Grossen
Jn ab fortwidhrend abnehmen, die Summe aller,
folgenden, Glieder der Reihe B absolut genom-
") ist und folglich mit unendlich wachsendem
ich klein wird; und da dasselbe von der Summe
er gilt, so wird B, und folglich auch 4 —=B 4 g~
‘h klein. ,
m mit der Bemerkung, dass die vorstehenden |
tze iiber Potenzreihen verwandelt werden kon-
imlich

A

e—*=— 2z und In—¢€—"", l

:alxll -+ u,xlt + “333"' + N

n A, 44, 43 ..., wenigstens von einer bestimmten
rend (algebraisch) zunehmen.

‘he Princip der vorhergehenden Untersuchungen,
sichung der Reihe 4 mit der Reihe B, ist zuerst
det *).

en iber die Binomialreihe (Crelle’s Journal I).
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